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Prefacio

CALCULO APLICADO
Competencias matematicas a través de contextos
TOMO Il

Este libro corresponde al tomo lll de la serie de Célculo aplicado. Competencias matematicas
a través de contextos. Con esta obra se culmina una propuesta que destaca el qué, como
y para qué ensefiar-aprender el Calculo de una y varias variables.

La obra refleja nuestro interés por lograr en los estudiantes el aprecio del conocimiento
matematico en su calidad de herramienta Util para resolver problemas en contextos reales
afines a sus aspiraciones académicas; de esta forma respondemos a la cuestion de para
gué se ensefia 0 se aprende Calculo.

Gué ensefar o aprender de Calculo se construye en atencion al para qué. Nociones, pro-
cedimientos y objetos matematicos surgen como herramientas 6ptimas para el tratamiento
de las problematicas propuestas.

Cada tomo de esta coleccion se centra en una problematica cuyo tratamiento provoca
un quehacer matematico donde nociones, procedimientos y objetos matematicos encuen-
tran una razon de ser. En el tomo | se analiza la problematica de predecir el valor de una
magnitud que esta cambiando. El tratamiento a esta prediccion conduce a construir y dar
significado a nociones y procedimientos asociados a la razon de cambio y al cambio acumu-
lado. Las nociones de derivada e integral junto con los procesos de derivacion e integracion
surgen con el significado adecuado y preciso para esta practica.

En el tomo Il, la atencion se centra en la problematica de calcular el valor de una mag-
nitud asociada a un todo, dividiendolo en partes. El tratamiento a esta problematica da
lugar al surgimiento de la nocién de diferencial como el valor de una magnitud infinitamen-
te pequenfia, junto con el de suma o integral. Dividir el todo en partes infinitamente peque-
fias, calcular las magnitudes correspondientes a ellas y sumarlas es parte de un proceso
medular que responde precisamente al requerimiento de la problematica en cuestion.
La idea de tomar un elemento diferencial para luego calcular la magnitud completa (/a
integra, la entera) integrando, surge de esta misma practica. Es importante mencionar
gue la idea de la toma del elemento diferencial constituye una estrategia frecuentemente
utilizada en ingenieria para explicar férmulas o conceptos propios de ésta. De hecho,
la consideracion para la ensefianza-aprendizaje de estas nociones y procedimientos, que
constituyen poderosas herramientas para la comprension profunda de los fenémenos
gue se estudian en ingenieria, establece una distancia significativa entre esta propuesta
y las tradicionales en cuanto éstas ni siquiera reconocen la existencia de tales herramien-
tas matematicas.

En este tomo lll se considera la problematica de dar sustento matematico o, dicho de otra
manera, de matematizar dos nociones fundamentales de la Fisica: el flujo y la circulacion.
Surgidas de la Hidrodinamica, estas nociones fueron pronto utilizadas en otras areas de la




Fisica, por ejemplo: del flujo eléctrico, circulacion del campo magnético, flujo de calor, etc.
Para demostrar la importancia que tienen estas dos nociones para la Fisica y, por lo
tanto, para la ingenieria, basta sefalar lo que afirma Richard Feynman en su libro de Fisica,
volumen 2: “Solamente con estas dos nociones —flujo y circulacion— podremaos describir de
una vez las leyes de la electricidad y el magnetismo”.

En el tomo actual buscamos que el estudiante logre comprender la lectura que en términos
de flujo y circulacion se da en la Fisica en el estudio de fenémenos de diversa naturaleza con
las diferentes representaciones matematicas que la acompafan. Asi, por ejemplo, si bien es
cierto que las leyes de la electricidad y el magnetismo pueden describirse en términos de flujo
y circulacion, es importante que el estudiante comprenda el porqué de las expresiones mate-
maticas involucradas en estas leyes.

Ahora bien, como lograr tal proposito corresponde con la forma en que van construyendo-
se los objetos matematicos en atencion a problematicas que, iniciando con el tratamiento a
situaciones particulares, simples y conocidas, desembocan en aquellas donde la generalidad
predomina. Asi, aunque la idea es arribar finalmente a la expresién matematica del flujo de
un campo en general con la que conceptos como el flujo del campo eléctrico, por ejemplo,
son representados, el estudio del flujo se inicia con el fenomeno que originé el término: el
flujo de agua, que en principio resulta familiar al estudiante.

El campo de velocidades del agua en movimiento dara paso a la idea de campo vectorial
en general. El calculo de flujo en situaciones simples como aquellas donde el campo de
velocidades es constante y la superficie a través de la cual se calcula es plana, devendra
en el calculo del flujo de un campo a través de una superficie curva en general. Con la mis-
ma idea de transitar de lo restrictivo, aunque simple y familiar, a lo mas general, el primer
acercamiento a la circulacion es mediante el concepto de trabajo en su version mas simple:
el trabajo efectuado por un campo de fuerzas constante en direccion de un desplazamiento
rectilineo; eventualmente la operacién de calcular el trabajo es extendido al caso de tener
un campo y una curva en general.

En este transito, del campo de fuerzas o de velocidades constantes a campos vectoriales
en general, del desplazamiento rectilineo al curvo, de superficies planas a curvas en general,
se despliega el pensamiento infinitesimal. Valorado ya en los tomos anteriores como una
poderosa herramienta para la significacion y construccion de conceptos clave del Calculo
de una variable, como la derivada, la integral y el Teorema fundamental del Calculo, apren-
deremos ahora productivas extensiones de las consideraciones geomeétrico algebraicas de
ese pensamiento, en el analisis y construccion de objetos mas elaborados acorde con las
nuevos requerimientos problematicos. Asi, como las curvas en lo infinitamente pequefio
son rectas y el valor de una magnitud (la razén de cambio) se supone constante en un tra-
mo infinitesimal, las superficies curvas son planas en lo infinitamente pequefio, y un campo
vectorial puede suponerse constante sobre un area infinitesimal de una superficie.

De hecho, las ideas de flujo y circulacion llevadas a lo infinitamente pequefio, mediante
el pensamiento infinitesimal, dan paso a la construccion de “nuevas derivadas” como la
divergencia y el rotacional de un campo y a sus respectivos teoremas, el de la divergencia
de Gauss y el del rotacional de Stokes, y con ellos a una forma poderosa para la caracte-
rizacion de los campos vectoriales; entre estos, por supuesto, el eléctrico y el magnético.

Si compararamos este libro con uno tradicional de Calculo de varias variables, podriamos
decir que en cuanto a objetos matematicos se trata, contienen lo mismo: derivadas parcia-
les, derivada direccional, funciones de varias variables, integrales de linea, de superficie, de
volumen, gradiente, divergencia y rotacional; son comunes en este espacio y cualquier otro.




La diferencia que ofrece esta obra es como estos objetos se construyen y estructuran,
dando lugar a un gué, y a pesar de poder nombrarlos aqui, aqui se les ha dotado de significados
mas “ricos”. Se da un enfoque del para qué de acuerdo con la matematica, es decir, como una
herramienta Util para el estudio y comprensién de los fenémenos propios de las carreras
universitarias. Esto nos diferencia de los libros tradicionales, en los que parece que el afan
es aumentar el edificio matematico por si y mostrar lo que a su parecer es lo impecable de
su razonamiento, el cual, por cierto, excluye aquel pensamiento infinitesimal por cuestiones
filosoficas en desuso. Si se piensa que en la Fisica, y, por lo tanto, en la ingenieria este
pensamiento infinitesimal es reconocido y utilizado frecuentemente, los estudiantes enten-
deran las dificultades que deberan sortear para aprender las herramientas matematicas
necesarias que aplicaran en los cursos de ingenieria.

Los autores
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Sistemas de referencia
para el espacio

ElCalculo que hemos revisado enlos primeros dos tomos de esta obra, ese aparato coherente de nociones,
procesos y resultados alrededor del estudio de la relacion entre dos magnitudes o variables y que
en el plano encuentra el contexto adecuado para representarse geométricamente, puede extenderse
para considerar una variable adicional, ampliando asi sus posibilidades como herramienta til para
abordar problemas. En esta extension, el espacio es ahora el contexto geométrico mas adecuado
para representar sus nociones y resultados. En este primer tema de la Unidad 1, nos familiarizaremos
con el espacio (tridimensional) y las coordenadas que ayudan a identificar en €l diferentes posiciones y
lugares. Como veremos, con el sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares, representadas
por x, Y4 y z, se define de manera unica cada posicion en el espacio, pero existen otros sistemas de
coordenadas con los cuales se logra el mismo objetivo. La naturaleza del fendmeno que se quiera
estudiar determina cudles son las coordenadas del espacio mds adecuadas para hacerlo, por eso
en este tema hemos incluido también la coordenada r (cilindrica) y la coordenada p (esférica).
Iniciamos nuestro estudio con la siguiente Situacién-Problema.

Situacion-Problema 1 (SP-1)

El salén de clases puede utilizarse como modelo de un sistema de referencia con el cual
podemos indicar posiciones en el espacio; se puede elegir tres planos y en relacién con
estos ubicar las posiciones: el plano xy (donde estd el piso), el plano yz (donde esta el
pizarrén) y el plano xz (donde estd la pared a la izquierda de los estudiantes).

pizarrbn g

-------------

_
[ |
%, .
“s
s
!
!
!
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Utilicemos la siguiente convencion:

El plano y=z divide al espacio en dos partes: atras y adelante; con los valores de la
variable x indicamos qué tan atrds (x < 0) o adelante (x > 0) se encuentra algin
punto en relacion con el plano yz. Con x = ¢ indicamos los puntos que estan uni-
camente en el plano yz.

El plano x=z divide al espacio en dos partes: izquierda y derecha; con los valores
de la variable Y seflalamos qué tan a la izquierda ( y< 0) o ala derecha ( y> 0)
se ubica algtin punto respecto al plano xz. Con y = ¢ indicamos los puntos que
estdn solamente en el plano xz.

El plano xy divide al espacio en dos partes: abajo y arriba; con los valores de la
variable z indicamos qué tan abajo (z < 0) o arriba (z > 0) se encuentra algin
punto en relacion con el plano xy. Con z = ¢ indicamos los puntos que estan
exactamente en el plano xy.

1. En cuanto a este sistema de referencia, ;cudles serian los valores aproximados
en metros de las variables x, i y z correspondientes a tu posicion en el salon?

2. Discute las diferencias y similitudes que tienen los valores de las variables x,
Yy z relativas a las posiciones de tus compafieros que estdn en la primera fila.

3. (En qué se diferencian las coordenadas de tus compaieros de la dltima fila
respecto a los de la primera?

4. (Cudl es la variable que indica la posicion relativa al plano yz? Indica, en térmi-
nos de esta variable, la posicion de los alumnos de la primera y tltima filas.

5. Considerando las posiciones de tus compaifieros de la primera fila, ;qué va-
riable utilizarias para diferenciarlas unas de otras? Indica, en términos de esta
variable, las posiciones de tus compaifieros de la primera fila.

6. (En qué se diferencian las coordenadas de los alumnos de la primera fila en el
salén que estd encima del nuestro respecto a la posicion de tus compafieros de
la primera fila?

7. (Cudl es la variable que indica la posicion relativa al plano yz? Indica, en tér-
minos de esta variable, la posicion de los alumnos de la primera fila, tanto en
nuestro salén como en el salén por encima del nuestro.

Discusion de la Situacion-Problema 1

Cada persona u objeto en este salon de clases ocupa un lugar en el espacio cuya posi-
cién puede ser descrita en términos de las distancias a los planos de referencia elegidos.
Asi, cada uno de nosotros se encuentra a cierta distancia (aproximada, teniendo en
cuenta el punto de nuestro cuerpo desde donde empezamos a medir) de la pared del
pizarrén (plano yz), ésta es la coordenada x de nuestra ubicacion en el espacio. De
igual forma, nuestra distancia al plano x=z (pared a la izquierda del pizarrén) es la co-
ordenada y. Finalmente, nuestra distancia al piso (plano xy) es la coordenada z. En
este ultimo caso es claro que los valores pueden variar sustancialmente dependiendo
del punto de nuestro cuerpo que elijamos; por ejemplo, si lo ubicamos en nuestros
pies, z seria 0, pero si lo ubicdramos en la parte superior de nuestra cabeza, z seria
nuestra altura (si estuviéramos de pie).

Por supuesto que distintos valores de las coordenadas corresponden a distintas po-
siciones. Por ejemplo, los estudiantes de la primera fila, aunque podria decirse que
tienen (aproximadamente) la misma coordenada x (distancia a la pared del pizarrén)
y z (distancia al piso), tienen valores significativamente distintos de la coordenada y
(distancia a la pared izquierda, relativa a los estudiantes).

Tema 1.1  Sistemas de referencia para el espacio ® 5




Un estudiante en la primera fila se distingue, en cuanto a coordenadas se refiere, de
cualquier otro ubicado en la dltima fila por tener un valor distinto de x (distancia a la
pared del pizarrén). La diferencia entre las posiciones de los compaiieros de la pri-
mera fila la establece la variable y (posicion relativa a la pared izquierda). Las po-
siciones de los estudiantes de la primera fila de este salén, comparadas con las de
los estudiantes de la primera fila del salén que estd encima de €l, tendrdn un valor
menor de z.

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 1

1. Coordenadas cartesianas

En relacion con tres planos coordenados, cada punto del espacio estd determinado por
las tres distancias a éstos. Estas distancias forman las coordenadas (relativas a esos tres
planos de referencia) del punto.

Por supuesto que si cambiamos de planos, es decir, cambiamos el sistema de referencia,
las coordenadas cambiardn. Las posiciones de los puntos son relativas a los sistemas de
referencia.

Elegir tres planos perpendiculares entre si como sistema de referencia origina las lla-
madas coordenadas cartesianas, o rectangulares.

2. Otras coordenadas

Se pueden tener otros sistemas de referencia distintos del sistema rectangular, por

ejemplo:

a) Si se elige un punto en el espacio como referencia, cada posicion en el espacio tie-
ne una cierta distancia a ese punto. Todos los puntos del espacio que estan a la
misma distancia del punto elegido forman una esfera. Esta distancia es una de las
llamadas coordenadas esféricas.

b) Si fijamos una recta en el espacio, la distancia de un punto del espacio a esta rec-
ta constituye una de las llamadas coordenadas cilindricas; el nombre proviene
del hecho de que todos los puntos del espacio con la misma distancia a la recta
forman un cilindro.

Mas adelante volveremos con estas nuevas coordenadas y veremos que resultan muy
convenientes para describir cierto tipo de fendmenos en distintas dreas de la ciencia.

3. Regiones

Se puede describir posiciones de objetos delimitando los valores de las coordenadas de
los puntos que forman parte de éstos. Si volvemos al escenario del sal6n de clases y utili-
zamos el sistema de referencia ya establecido, podemos describir, por ejemplo, la posi-
cion del pizarrén (ve la figura de la pagina 7), de esta manera:

a) Paratodos los puntos del pizarrén su coordenada x es o, porque el pizarrén estd en
el plano yz y los valores de la coordenada x indican qué tan alejado estd un punto de
este plano. De hecho, la ecuacion del plano yz es x = o, es decir, todos los puntos
del espacio cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion x = o forman el plano yz.

b) Todos los puntos del pizarrén tienen un valor de la coordenada y de acuerdo con su
distancia a la pared izquierda o plano xz; los puntos de la orilla izquierda del piza-
rrén tienen el valor menor porque estdn mds cerca del plano xz; los de la derecha, el
valor mayor. Se puede decir que todos los puntos del pizarrén deben satisfacer la
condicion siguiente para el valor de y: 1 = y = =.5, pensando en metros.

6 °® Unidad 1  Grificas en el espacio tridimensional




¢) Como z indica qué tan alejados estan los puntos del piso o del plano xy, es claro
que z debe cumplir (segin la figura anterior) la condicién: 1 = z = 2.

Asi, se puede decir que los puntos del pizarrén estdn caracterizados, en cuanto a su
posicion, por las siguientes condiciones: x =0;1 = y =25y1 =z = 2.

Podemos resumir de la siguiente manera lo que hemos hecho hasta ahora: establecer,
a través de las condiciones que deben cumplir las coordenadas x, y y z, la ubicacion
(relativa a nuestro sistema de referencia) de objetos y personas.

En la siguiente situacion-problema procederemos al revés: daremos condiciones
(en forma de ecuaciones o desigualdades) que deben cumplir las coordenadas y
determinaremos las regiones del espacio cuya ubicacién queda determinada por esas
condiciones.

Situacion-Problema 2 (SP-2)

1. Obtén la gréfica de la ecuacién x = 1 en:
a) El espacio unidimensional (un eje)
b) El espacio bidimensional (dos ejes)
c) El espacio tridimensional (tres ejes)

2. Considera la expresion 2 = x = 5. Identifica los puntos cuyas coordenadas satis-
facen la expresion en:

a) Elejex
b) Elplano xy
¢) Elespacio tridimensional xyz

3. Considera las expresiones: 2 = x = 5y 1 = y = 4. Identifica la forma que tiene
la coleccién de todos los puntos que cumplen simultdneamente ambas expresio-
nes en:

a) El plano xy

b) El espacio tridimensional xyz

Tema 1.1  Sistemas de referencia para el espacio ® 7




4. Identifica todos los puntos del espacio tridimensional cuyas coordenadas satisfa-
cen las expresiones: 2 S x = 5,1 = y=4yo =z =4.

Discusion de la Situacion-Problema 2

La expresion x = 1 adquiere diferentes significados segtin el contexto en el que aparez-
ca. Puede entenderse, por ejemplo, como la solucién de la ecuacién lineal de primer
orden x — 1 = 0, o como una de las soluciones de la ecuacién cuadratica x? — 1 = 0.
También x = 1 puede verse como una ecuacién en la que x representa una coordena-
da y, en este caso, entenderse que la solucién de esta ecuacion son los puntos que
tienen coordenada x con valor de z; pero aun en esta situacion habria que especificar
el contexto geométrico y el sistema de referencia involucrado. Si estamos hablando
del eje x, hay un tnico punto que satisface la ecuacién x = 1; en este contexto, la gra-
fica de la ecuacion x = 1 podria dibujarse asi:

w 4+

o
=
o4

En el plano xy (un sistema bidimensional a diferencia del eje x que es un sistema de
una dimensién o unidimensional), los puntos que cumplen o satisfacen la ecuacién
x =1 forman una recta paralela al eje y que pasa precisamente por el punto con
coordenada x = 1 en el eje x. La grafica de la ecuacién x = 1 es:

Finalmente, si consideramos el espacio tridimensional, los puntos que satisfacen la
ecuacion x = 1 forman un plano paralelo al plano yz que pasa o atraviesa el plano xy
precisamente en la recta con ecuacion x = 1. En este contexto, la grifica de la ecua-
cién x =1 es el plano infinito del que se muestra una porcién sombreada en la siguien-
te figura:

8 ® Unidad 1  Grificas en el espacio tridimensional




el ,

Observemos que el punto con ecuacion x =1 estd contenido en la recta en el plano xy
con la misma ecuacion y, a su vez, la recta estd contenida en el plano de igual ecua-
cién. Hemos respondido asf al punto 1 de la SP-2.

Consideremos ahora la desigualdad 2 = x = 5 en relacién con el punto 2 de la SP-2.
Si tomamos en cuenta solamente el eje x, los puntos que satisfacen esta desigualdad
forman un intervalo cerrado (o que incluye sus extremos) que se representa asi: [2, 5].
La gréfica de la desigualdad puede verse como sigue:

o

[y

N

w 4+

~ -

0 4
x

En el plano xy la desigualdad 2 = x = 5 la cumplen todos los puntos que forman una
franja vertical limitada por las rectas x = 2 y x = 5. De hecho, esta franja puede verse
como la unién de todas las rectas verticales correspondientes a cada uno de los valores
de x comprendidos entre 2 y 5, inclusive éstos. Podemos dibujar, en este contexto, la
grifica de 2 = x = 5 como se muestra en la siguiente figura:

O
ES
)
T
|
i B
[uy
w4
>4

Finalmente, si nos ubicamos en el espacio tridimensional y recordamos que todos los
puntos con el mismo valor de la coordenada x forman un plano, entonces el conjunto
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de puntos que satisfacen la desigualdad 2 = x = 5 puede verse como la coleccion de
todos los planos paralelos al de yz, correspondientes a cada valor de x en el inter-
valo [2, 5]. Podemos decir que la grafica de 2 = x = 5 en el espacio tridimensional
es una placa infinita de espesor 3 y paralela al plano yz, que pretende ser representa-
da en la siguiente figura:

—

Observemos que el intervalo correspondiente a la desigualdad 2 = x = 5 estd conteni-
do en la franja en el plano xy representado por la misma desigualdad y, a su vez, esta
franja estd contenida en la placa de espesor 3 correspondiente a dicha desigualdad.
Hemos respondido asi al punto 2 de la SP-2.

Si ahora, en el inciso 3 de la SP-2, consideramos los puntos del plano xy que satisfacen
simultdneamente las desigualdades 2 = x = 5y 1 = y = 4, podemos afirmar que éstos
forman un rectangulo (incluyendo las orillas y el interior) que es precisamente la intersec-
ci6n de las franjas en el plano xy correspondientes a cada desigualdad por separado. Pre-
sentamos enseguida la grafica en el plano xy de este sistema de dos desigualdades.

m-_
.
4
|
wt
!
nT
AN
e B
4
[
>4
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Nos preguntamos ahora por el conjunto de puntos en el espacio tridimensional que
satisface el mismo sistema de dos desigualdades. Una manera de visualizar este
conjunto es razonando asi: si un punto del espacio con coordenadas (x, y, z) satis-
face simultaneamente las desigualdades 2 = x = 5y 1 = y = 4, debe, por lo pron-
to, pertenecer a un rectdngulo como el que se menciona en el parrafo anterior, s6lo
que éste debe estar a la altura que indique precisamente el valor de la coordenada =
del punto. Tomando cada punto del rectingulo (la grificade 2 =x=5y1 =y =4
en el plano xy) y “desplazandolo” verticalmente hacia arriba y hacia abajo, forma-
mos rectas verticales infinitas cuyos puntos satisfacen las dos desigualdades. Luego,
todos los puntos del espacio tridimensional que cumplen el sistema de desigualdades
dado conforman la unién de todas estas rectas. Presentamos enseguida su gréfica:

\

\.

Observemos que la figura obtenida puede verse como una columna que es la intersec-
cion de dos placas de espesor 3, una paralela al plano yz y que corresponde a la des-
igualdad 2 = x = 5, y la otra paralela al plano xz y que corresponde a la desigualdad
1= Y = 4.

En relacién con el punto 4 de la SP-2, donde se pide identificar en el espacio tridi-
mensional todos los puntos que satisfacen simultdneamente las tres desigualdades
QEX=5,1=TY=4,0=z=4, diremos que estos puntos deben pertenecer a la
figura del punto anterior, en tanto que deben cumplir las primeras dos desigualdades.
Sin embargo, cumplir la tercera obliga a limitar las alturas de 0 a 4; esto nos conduce a
afirmar que el conjunto de puntos que satisfacen simultdneamente las tres desigualda-
des forman una caja (incluyendo todos los lados y el interior) como la que dibujamos
enseguida.
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Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 2

1. Coordenadas esféricas y cilindricas

Ya hemos mencionado que existen diversas formas para ubicar las posiciones de los
puntos en el espacio segtn los sistemas de referencia que sean utilizados. Si la posicién
estd dada por las distancias a tres planos perpendiculares entre si, estamos hablando
de las coordenadas cartesianas o rectangulares. En este tipo de coordenadas las po-
siciones de los puntos se representan con una terna de nimeros (x, y, z) formada por
las distancias a los planos de referencia escogidos. Si elegimos ahora ©, como de el
punto referencia y nos fijamos en la distancia, denotada por p, de los puntos del espacio
a este punto, tenemos una de las coordenadas del sistema de coordenadas esféricas.
Si se consideran las posiciones de los puntos respecto a una recta fija (la llamaremos
eje z), la distancia, denotada por r, de un punto a esa recta es una de las llamadas
coordenadas cilindricas.

Podemos formar ahora ecuaciones y desigualdades en términos de las nuevas coorde-
nadas y estudiar sus gréficas, asi como lo hemos hecho con las coordenadas cartesianas.
Ya sabemos que la grafica de la ecuacion x = 1, en el espacio tridimensional, es un
plano paralelo al yz que pasa por el punto 1 del eje x.

z
1
o>
LEs un plano
< paralelo
al plano yz
1
L~
<<

Ecuaclom x = 1
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(Cual es la grifica de la ecuacién r=1 y cudl lade p = 1?

Los puntos del espacio que cumplen la ecuacién r = 1 son aquellos que estdn a
una distancia 1 del eje z. La gréfica de esta ecuacion es una corteza cilindrica infinita

de radio 1 cuyo eje central es el eje z.

Es un cilindro de vadio 1

Y

Ecunclon r =1

Los puntos del espacio que cumplen la ecuacion p = 1 son aquellos cuya distancia al
origen, O, es exactamente 1, y forman un cascarén esférico de radio 1 y centro en ©

(el origen).

Es una esfern de vacio 1

/ Ecuaclton p =1

Notemos que un punto en el espacio no queda determinado completamente especifican-
do el valor de la coordenada cilindrica r; otras coordenadas tendrdn que ser considera-
das junto con r para formar lo que se llama sistema de coordenadas cilindricas. De
igual forma, un valor de la coordenada esférica p no determina un punto especifico en
el espacio (en todo caso una superficie esférica); mas adelante estudiaremos las otras
dos coordenadas que junto con p forman lo que se llama sistema de coordenadas
esféricas.
La eleccion de las coordenadas a usar depende de la forma de las figuras que aparez-

can en los problemas que se consideren. Tendremos ocasion de utilizar estos tipos de
coordenadas cuando estudiemos algunos aspectos del fendmeno de la electricidad y

el magnetismo, por ejemplo.
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. Formula un sistema de coordenadas cartesianas en tu saldn de clases:

a) Elige una de las ventanas del salon y establece las condiciones (igualdades o desigualdades) que satisfa-
cen simultdaneamente las coordenadas de los puntos de la ventana.

b) Coloca una hoja de papel, de tal forma que esté paralela al piso, y establece las condiciones (igualdades o
desigualdades) que satisfacen simultdaneamente las coordenadas de los puntos de la hoja.

¢) Establece las condiciones (igualdades o desigualdades) que satisfacen simultdneamente las coordenadas
de los puntos del pizarrén.

2. Determina la ecuacion de cada plano:
a

b

Planoxg
Plano xz
C

d

Plano yz

Plano paralelo al plano xy, dos unidades arriba de é€l
e
f

Plano paralelo al plano xz, 10 unidades a la izquierda de él

P N =l )

Plano paralelo al plano yz, cuatro unidades adelante de él

3. Identifica todos los puntos del espacio tridimensional cuyas coordenadas cartesianas cumplen (todas) las
condiciones establecidas en cada inciso. Haz un dibujo en el espacio de la regiéon que forman estos puntos o
describe cada regién con tus propias palabras.

mg=5

b) x=—2

Oz==

d) x=1 y y==2

flx=1 y zZ=3

gdy==2 'y z==
hi1=z=5

N4=y=29

NiZEzE5 y 4=y=9

kko=x=-z, 1=z=5 y 4=y=9

4. Identifica todos los puntos del espacio tridimensional cuyas coordenadas cartesianas x, y y z, cilindrica r, y
esférica p, cumplen las condiciones establecidas en cada inciso. Haz un dibujo en el espacio de la regién que
forman estos puntos o describe cada region con tus propias palabras.

a) r=4
b) p=c
Q) r=4 y z=10
d) r=4 y z=—1

e r=4 y X=0
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f) r=4
g) r=4

h) r=4

y
y
y
iyp=e y
Dp=ec 'y
k) r=4 y
No=p=1
mz==<p=4

nz=r=4

X=4
y=o
Yy=—4
zZ=4
z=0

p=c

En los problemas 5, 6 y 7 toma en cuenta la siguiente figura para obtener las férmulas que se solicitan.

N

. Obtén una férmula para la coordenada p en términos de las coordenadas x, i y z. Determina el valor de z
Six=2,y=2yp=>

. Obtén una férmula para la coordenada r en términos de las coordenadas x y y. Determina el valor de x si

y=3yr=s.

. Obtén una férmula para la coordenada p en términos de las coordenadas r y z. Determina el valor de r si

z=4yp=ec.

. Describe matematicamente cada regién sombreada del plano.

e

l

region 1

I
=y

region 2

region 3




9. En la caja que se muestra en la figura se indican las coordenadas cartesianas de dos de sus vértices. Determina
las coordenadas cartesianas de los seis vértices restantes.

/

~ Vértice (4,5, )

Vértiee (1, 2,2) 7 | 3

10. Determina el grupo de ecuaciones o desigualdades que describe matematicamente a tres de las caras de la
caja mostrada en la figura y que se indican en los siguientes incisos:

a) cara superior
b) cara derecha

¢) cara frontal

/

~ VErtice (4, 5, ¢)

Vértiee (122 |

11. Determina el grupo de desigualdades que describe matematicamente a la regién del espacio ocupada por la
caja sélida mostrada en la figura.

/

~—VEértice (4, 5, ¢)

Vértice (1,2,2) 7 | N

12. Determina el par de igualdades que satisfacen simultaneamente las coordenadas (cartesiana y cilindrica) de
los puntos de las dos rectas trazadas con linea continua en la siguiente figura.
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13. Determina el par de igualdades que satisfacen simultdneamente las coordenadas (cilindrica y esférica) de los
puntos de las dos circunferencias trazadas con linea continua en la siguiente figura.

(0,4, 0)

(0,6,0)




e

—_
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Flujo y funciones
de dos variables

El flujo es una de las dos nociones motoras cuyo estudio provoca en este libro el surgimiento de
conceptos, procesos y resultados del Célculo (la otra nocién motora es el trabajo o circulacién).
El flujo puede ser considerado la razén a la que atraviesa un fluido una superficie imaginaria
respecto al tiempo; se puede representar geométricamente como el volumen de un sélido, conduce
al establecimiento de la integral de superficie cuando nos enfrentamos al problema de realizar su
célculo y es indispensable al enunciar la ley de Gauss de la electricidad. En este tema utilizaremos
la nocién de flujo como un medio para construir el concepto de funcidn de dos variables y visualizar
una superficie como su representacién grafica. Asi, al mismo tiempo que hacemos surgir un nuevo
concepto, nos vamos familiarizando con una de las nociones mds importantes de la Fisica. Empecemos

con la siguiente situacion-problema.

Situacion-Problema 3 (SP-3)

Imaginemos una compuerta en el piso del saldn de clases y que por cada punto de ella fluye
agua al interior del salén en forma perpendicular al piso y con rapidez constante de 3 m/s.
Los puntos de la compuerta satisfacen las desigualdades: 1 sx <5y 2=y 4.

1. En la figura siguiente dibuja la compuerta.

2. En cada una de las esquinas de la compuerta dibuja un vector que represente la veloci-
dad del agua de acuerdo con las caracteristicas descritas al principio de la situacion-
problema. Este vector se llama vector velocidad.

3. Si colocaramos el vector velocidad en todos los puntos de la compuerta, ;qué figura se
formaria?

&
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(,Qué volumen de agua fluye por segundo a través de la compuerta?
(Qué relacion tiene este volumen con el de la figura del punto 3?

Calcula el volumen de agua que fluye a través de la compuerta durante 5 segundos.

AT

(Qué tipo de figura te imaginas que tenga el mismo volumen que el calculado en
el punto anterior?

Discusion de la Situacion-Problema 3

El dibujo de la compuerta se muestra a continuacion.

Como el agua fluye de manera perpendicular al piso (donde estd la compuerta), el vec-
tor que se pide dibujar en cada esquina de la compuerta (que serd idéntico para cual-
quier otro punto de ella, ya que el comportamiento del agua es el mismo para todos
los puntos) debe ser perpendicular al plano xy (donde esta el piso y la compuerta) y,
por lo tanto, lleva la misma inclinacién que la recta correspondiente al eje z (porque
ésta también es perpendicular al plano xy). Decir que el agua fluye al interior del salon
hace que el vector que se pide dibujar vaya en direccién del eje z positivo. Finalmente,
el hecho de que la rapidez del agua sea de 3m/s hace que los vectores que se pidan
sean de magnitud 3. Tenemos asf la siguiente figura que contiene los cuatro vectores
velocidad en las esquinas de la compuerta.

N

&
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Si colocaramos en cada punto de la compuerta el vector velocidad correspondiente,
tendriamos una caja rectangular rellena. La altura de esta caja corresponderia a la
magnitud del vector velocidad, y su base es la compuerta.

La cantidad de agua que fluye hacia el interior del salén en un segundo a través de la
compuerta equivale al volumen de la caja que se menciona en el parrafo anterior. Este
volumen es de 24 m?(donde las distancias en x y en Y se miden en metros). Al ser
constante el ritmo con el que el agua fluye hacia el interior del salén, 24 m?/s, en
5 segundos el volumen de agua que fluye a través de la compuerta es de 120 m’. Este
volumen corresponde al de una caja de altura de 15 m (la distancia recorrida por cada
particula de agua, imagindndolas viajando en linea recta a 3 m?/s) con una base de 8 m*.

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 3
1. Vectores unitarios £, f, vk

El vector velocidad de la SP-3 se representa matematicamente como v = =k, donde
k es un vector unitario (de magnitud 1) perpendlcular al plano xy y en direccion del
ejez posmvo El vector & junto con los vectores / (unitario y en direccién del eje x
positivo) y j (unitario y en direccién del eje y positivo) forman una base, en el sentido
de que cualquier vector (en coordenadas cartesianas) puede expresarse como una com-
binacién lineal de éstos.

2. Flujo
Es necesario sefialar que cuando en la SP-3 se dice al principio “...el agua fluye al in-
terior del saldn...”, se estd haciendo explicita una direccién del fluido. Es conveniente

identificar como flujo a la cantidad de agua que atraviesa la compuerta (en este caso)
por unidad de tiempo, en una direccion dada; si el fluido se mueve en la misma direc-
cién que la direccién dada, el flujo serd positivo, si la direccion es opuesta, se tendrd un
flujo negativo. En la SP-3 podemos decir que el flujo de agua (en direccion hacia el
interior del salon) es de 24 m¥/s: (positivo, ya que el agua va en esa misma direccion).

Podemos establecer la siguiente férmula para calcular el flujo cuando la velocidad
del fluido es constante y atraviesa perpendicularmente una superficie plana, como es
el caso de la SP-3:

flujo = = (magnitud de la velocidao) x (Gren de La superficie)

3. Campo vectorial

Cuando a cada punto del espacio se le asocia un vector se dice que se tiene un campo
vectorial (si estos vectores representan, a su vez, velocidades de un fluido, se tiene un
campo de velocidades). Los campos vectoriales pueden ayudarnos a estudiar el comporta-
miento de un fluido. En la SP-3 hemos considerado un campo de velocidades constante y
definido solamente en los puntos de un rectdngulo en el plano xy. En general, un vector
puede variar de punto en punto en el espacio; para indicar un vector correspondiente aun
punto en el espacio con coordenadas (x, (zj Zz) utilizamos la notacioén: v (x, i, z). Si es-

cribimos, por ejemplo, v (x, y,z)= x° Y+ xzf [+ Y “zk estamos dando una férmula

para asignar vectores a puntos especificos del espacio (de hecho, estamos frente a lo que
se llama funcion vectorial). Si consideramos el punto del espacio con coordenadas x = 1,
Y =2,z =0 tenemos que, de acuerdo con la férmula dada, v(1,2,0)=2L.

Situacion-Problema 4 (SP-4)

Consideremos la compuerta descrita por las siguientes expresiones: 2 s x < 5,1 < Yy
<5y z =0,y denueva cuenta supongamos que el agua fluye a través de la compuer-
ta, pero ahora con una velocidad dada por la férmula v(x, Y= 3/6
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1. (Fluye el agua con la misma velocidad en cada punto de la compuerta?

2. Dibuja en la figura de arriba la compuerta y los vectores de velocidad correspon-
dientes a las esquinas.

3. Dibuja la figura que se formaria si colocdramos los vectores de velocidad corres-
pondientes a todos los puntos de la compuerta.

4. Calcula el volumen de la figura del inciso 3.

5. (Cudl es el flujo de agua a través de la compuerta en direccion del eje =z positivo
(o al interior del salén)? ;Qué relacién tiene el flujo con el volumen de la figura
del inciso 3?

6. (Qué tipo de figura se forma si consideramos sélo las puntas de todos los vectores
de velocidad sobre la compuerta?

Discusion de la Situacion-Problema 4

Observemos que la velocidad del agua depende de la coordenada y del punto de la
compuerta y que, por supuesto, no depende de las otras dos coordenadas. Esto hace
que en los puntos que tengan la misma g, la velocidad sea igual, no importa cudles
sean x o z. Definitivamente el agua no fluye con velocidad idéntica en cada punto de
la compuerta, porque hay puntos de ella con diferente coordenada y. La siguiente
figura muestra los vectores correspondientes a las cuatro esquinas de la compuerta.
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Si colocdramos los vectores de velocidad correspondientes a todos los puntos de la
compuerta tendriamos una especie de caja, como muestra la siguiente figura.

Observemos que las caras izquierda y derecha son rectangulos de altura 1 y 5, respec-
tivamente, ya que en la orilla izquierda de la compuerta todos los puntos tienen coor-
denada y igual a 1, mientras que en la orilla derecha esta coordenada es 5. Tanto en
la orilla de atras como en la de enfrente, las alturas varian (uniformemente) de 1 a 5
en relacion con el cambio en Y- avanzando de izquierda a derecha; de hecho, en cada
linea de la compuerta paralela a la de enfrente (o la de atrds) las alturas llevan el mis-
mo comportamiento que en estas orillas, esto es porque las alturas no dependen de x.
Observemos ademds que para lineas de la compuerta paralelas a la orilla derecha
(0 izquierda) las alturas permanecen constantes porque el valor de la coordenada y
no cambia.

El volumen de esta figura puede calcularse de diferentes maneras, por ejemplo:

a) Se completa una caja de altura 5 y se observa que la figura original tiene en su parte
inferior una caja de altura 1; se puede realizar entonces la siguiente operacion: al
volumen de la caja mayor (CM) se le resta el volumen de la caja menor (Cm), la
diferencia se divide entre dos y se agrega el volumen de la caja menor.

z
I -
T . !
| — : g
o5
5
X
) CM —Cm c0—-12 . .
El resultado que se obtiene es V =——————+Cm = ————+ 12 = 26 (m* 0 em”®
2 2

segun las unidades con las que se trabajen).
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b) Podemos calcular el drea de la cara frontal (o la de atrds, que vale lo mismo) y
multiplicar por el fondo. Haz los cdlculos y verifica que se obtiene el mismo re-
sultado que en el inciso ). { Se obtendria el mismo resultado si tomaramos el drea
de la cara izquierda o la derecha y multipliciramos por el fondo?

¢) Si cortamos la caja con un plano paralelo al xz para algtin valor de y entre 1y 5
(ve la figura) la region del corte es un rectangulo con base 3 y altura y, por lo
tanto, su drea es 4 (y) = 2y (dependiendo del valor que tome k). Si multiplicamos
esta drea por dy formamos un diferencial de volumen de la caja (una “rebanada”
de anchura infinitesimal) gv = 4( Yay=zydy:

Al sumar todos estos diferenciales de volumen desde y = 1 hasta y = 5 se tiene de
nuevo el volumen de la caja; es decir, el volumen es la siguiente integral:

y=5 A
= =
v=],. =4
y=5 .
2 =2
Integrando y evaluando tenemos que v =| — {jJ' = 752 =36,
29 ], 2 =2

En relacién con el punto 5 de la SP-4 podemos afirmar que el flujo del agua a través
de la compuerta y en direccion del eje z positivo (hacia arriba o al interior del sal6n)
es igual al volumen de la caja que hemos calculado. Un argumento a favor de esta
afirmacion es el siguiente: fijemos un tiempo e imaginemos todas las gotas de agua
que estan (en su flujo) exactamente en la compuerta (1lamémoslas primeras gotas) en
ese tiempo. Después de un segundo, cada una de ellas recorrerd una distancia igual a
la magnitud de su velocidad (suponiendo que la velocidad en cada punto es constante
en el tiempo, aunque de punto a punto puede cambiar segin la férmula del campo de
velocidades).

Podemos entonces concluir que por cada punto de la compuerta, el agua que fluye
durante el segundo dado podria formar una columna encabezada por la primera gota,
de altura igual a la magnitud de la velocidad correspondiente al punto de ubicacién de
esa gota. Todas las columnas de agua pueden visualizarse como los vectores veloci-
dad colocados en los puntos de la compuerta. Asi que el espacio que llenan todos
los vectores es el mismo que llenan todas las columnas de agua. Dado que el flujo es
la cantidad de agua que atraviesa la compuerta (en la direccién dicha) en una unidad
de tiempo, este flujo coincide con el volumen de la caja.
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Por supuesto que existe una gran diferencia entre las magnitudes de flujo y volumen:
la segunda siempre es positiva, mientras que la primera puede también ser negativa
como ya habfamos visto.

Respecto al dltimo punto de la SP-4, donde se nos pregunta por la figura que se
formaria si consideramos s6lo las puntas de todos los vectores velocidad, podemos
servirnos de nueva cuenta de la imagen de las (primeras) gotas de agua que en
un momento dado estdn exactamente en la compuerta; al fluir durante un segundo,
podemos imaginarlas ocupando las puntas de las flechas o vectores velocidad. De esta
manera, la figura que se forma considerando sdlo las puntas de los vectores velocidad
puede visualizarse como una pelicula (formada por gotas de agua), capa o superficie
que corresponde a la cubierta superior de la caja que habiamos dibujado cuando con-
sideramos a la vez todos los vectores velocidad.

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 4

1. Funcién de dos variables, z = f(x, y)

El campo de velocidades corlsiderado en la SP-4, v(x, 3) = 3/%, es un caso particular
del campo v( x, Y=Ffx yk; donde £(x, y) representa un ntimero (variable) asocia-
do con el punto del plano xy con coordenadas (x, y). En el caso particular de
J(x,g) = yk tenemos que i,y =y.

En general, el vector dado por la férmula v( x, Y= Fx, 5)/% es perpendicular al
plano xy (esto es debido a la presencia del vector k); va hacia arriba o hacia abajo
dependiendo del signo que adquiera £(x, ) (de acuerdo preciszimente con los valores
que se elijan de x y de y). La magnitud de v(x, Y=Ffx.yk es el valor absoluto
del nimero £(x, Y)-

Escribimos la expresion z = #(x, g) para hablar de una funcién de dos variables. Los
valores de z dependen, o estan en funcién, de los valores de x y de y. Més precisa-
mente: cualesquier dos valores precisos de x y de y determinan un tnico valor de z.

La totalidad de puntos en el espacio con coordenadas (x, Y z), donde z = #(x, 5), for-
man una superficie que corresponde a la grafica de la funcion z= £(x, y). En el caso
particular de la SP-4, donde #(x, 3)= z, la gréfica de la funcion z = #(x, (zj) =y.o0
simplemente de la ecuacion z = y, es un plano, del que se ha dibujado la parte corres-
pondiente a los valores de x y de y de la compuerta.

aréfiea de z = Flx, v) = vsobre la compuerta de la SP-4

Grificas en el espacio tridimensional




2. Grafica de una funcion de dos variables, z = £(x, y)

Con la idea de ir perfilando una manera de visualizar la grifica de una funcion z = £(x, y)
en general y que abordaremos con mayor amplitud en el Tema 4 de esta unidad, con-
viene hacer una serie de reflexiones sobre la grafica de la funcién z = £(x, ((j) =y.

Tomemos la ecuacion z = y. Para identificar su grafica es necesario reconocerla
como una coleccién de parejas del estilo ((zj, z) o de ternas (x, Y z). En el primer
caso, la grafica estd en el plano y=z, mientras que en el segundo la gréfica estd en el
espacio tridimensional. Las graficas correspondientes, como veremos, son esencial-
mente distintas, aunque estrechamente relacionadas. En el primer caso la grafica es
una recta; en el segundo, es un plano. Veamos.

Si nos ubicamos en el plano Yz la grafica de la ecuacion z = Y- 0 sea, la coleccion de
parejas (4, z) donde se cumple que z = y forman una recta:

nE----

(-1,-1) —_

arificn dez = yenel plano yz

Si nos ubicamos ahora en el espacio tridimensional, la grafica de z = y esta for-
mada por la coleccion de ternas (o tripletas) (x, y, z) para las que se cumple que

Z=5.

Agreguemos al plano yz el eje x; en el plano yz dibujemos la recta anterior.

01, 1)~y

/

X

arifiea dela veetn z = y en el plano yz
colocadlo en el espacio tridimensional
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Observemos que los puntos indicados de la recta se representan con tres ndmeros,
donde el primero, que corresponde a la coordenada x, es 0. Esta recta no es la grafica
de la ecuacion z = y en el espacio tridimensional, pues aunque los puntos en ella
cumplen que z = y, no estan fodos los puntos con coordenadas (x, y, z) que cum-
plen con la ecuacién; tomemos como ejemplo los puntos con coordenadas (1, 2, 2)
o (5, 2,2).

Ahora bien, aunque la recta no es la grafica en el espacio tridimensional, es funda-
mental para visualizarla. Veamos.

Como se debe cumplir que z = 4, no importa en realidad el valor de x (la primera
coordenada) para asegurar que un punto esté en la grafica tridimensional, basta que
las otras dos coordenadas sean iguales. Asi, si tomdramos z = = y formaramos todas las
ternas con esta x y las otras dos coordenadas iguales, los puntos correspondientes for-
man parte de la grafica; por ejemplo, los puntos con coordenadas (=, 2, 2), (2, -1, —1)
y (=, 4, 4), etc. Todos los puntos con coordenadas (=, Y (zj), donde la z es igual a la
Y. forman una recta igual a la de la grafica anterior s6lo que estd desplazada al plano
con ecuacion x = = que es un plano paralelo al yz (donde estdn todos los puntos con
coordenada x igual a =). Ambas rectas, las correspondientes a x = 0 y x = = se mues-
tran enseguida.

(0,2, 2)

(0, -1, 1) ~3

/ (3,-2,-2)

Si para cada valor x hacemos lo mismo, es decir, en cada plano paralelo al yz
colocamos la recta con ecuacioén z = Y- la gréfica de la funcién z = £(x, g) =y
o gréfica de la ecuacién z = y en el espacio tridimensional puede visualizarse
como la superficie formada por la coleccion de estas rectas (reproducidas para cada
valor de x).

Grificas en el espacio tridimensional




Grifiea de la funcibnz = Flx, y) = yen
el espacio tridimensional, visualizada como
la unlbw de las rectas con ecunclon z = Y
en planos paralelos al plano Y=

Esta forma de visualizar la gréafica de la funcién ayuda a delinear una manera practi-
ca de proceder para graficar z = £(x, y) = y. Enseguida veremos que este procedi-
miento se puede aplicar para graficar un tipo de funcién mas amplio: aquel donde =
depende de solo una de las variables x o y:

1. Graficar la ecuacion z = y en el plano yz.

2. En un sistema tridimensional, colocar en el plano Yz la recta con ecuacién
z=y.

3. Elegir un valor del eje x y colocar ahi un plano paralelo al yz (el origen del pla-
no seria el punto elegido del eje x).

Reproducir en el plano del inciso anterior, la recta colocada en el plano yz.

5. Unir con segmentos de recta los puntos correspondientes de las dos rectas dibuja-
das. Estos segmentos de recta corresponden a fijar un punto en la recta del plano
yz y moverlo cambiando s6lo el valor de la coordenada x.

Los siguientes dibujos ilustran los pasos anteriores.

Paso 1. Grafieamos La ecuacidn x = yen el plano yz.
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Paso 2. Colocammos el eje x.

— :

7 Paso 4. Reproducinmos

la griafiea de la ecuacién
z = yen el plano paralelo
al plano yz.
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Grificas en el espacio tridimensional

Paso 2. Elegimos

un valor de x

Y trazawmos un plano
paralelo al plano yz
en el valor de x elegiolo.

PaSO 5. UALMOS
las dos rectas
con ecuactbn
z=y trazando
rectas paralelas
al eje x.

La idea que hemos desarrollado para visualizar la grafica de la ecuacion z = 4 estd
basada en el hecho de reproducir en cada plano paralelo al yz la misma recta que se
dibuja en el plano yz, y esto es posible porque los valores de x no afectan la ecuacién
(de hecho esa variable no interviene en la ecuacion). Se puede entonces inferir que
la gréafica de una ecuacién con dos variables, al no verse afectada por la tercera,
podra obtenerse siguiendo un patrén similar. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Hacer un bosquejo de la grafica de la funcién z = f(x, y) =x* - 1,0de la
ecuacion z = x° — 1 (en el espacio tridimensional).



Solucién:
Notemos que en esta funcidn el valor de =z depende solamente del valor de x.

Vamos a utilizar, con las adecuaciones necesarias, los pasos de la manera préctica

de graficar que ya mencionamos para hacer el bosquejo de la gréafica de la fun-

cion.

a) Graficamos la ecuacion z = x* — 1 en el plano xz. La ecuacién z = x* — 1 tiene como
grafica una pardbola en el plano xz, la cual se muestra a continuacion.

|
L+t
|
W
|
N
|
%
o
x
o4
w
~4
x

b) En un sistema tridimensional, colocamos en el plano xz la pardbola con ecuacion
z=x -1.
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¢) Elegimos un valor del eje i y colocamos ahi un plano paralelo al xz.

d) Reproducimos en el plano del inciso anterior la pardbola del plano x=.

)

¢) Conectamos con segmentos de recta los puntos correspondientes de las dos
pardbolas dibujadas.

Grificas en el espacio tridimensional
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El resultado es una especie de canal (que se extiende al infinito); el siguiente
dibujo presenta otro bosquejo de la grafica de la funcion z = f(x, y) =x* - 1
correspondiente al rectangulo -2 < x <2y -4 < y < 4 del plano xy.

N e
2 RS S

T
S

Una manera de visualizar la parte de la superficie correspondiente a ese rectangu-
lo en el plano xy es “levantar paredes” en los lados del rectdngulo (mds propia-
mente seria colocar los planos perpendiculares al plano xy correspondientes a
cada lado del rectangulo, limitdndolos a la magnitud de los lados respectivos). Se
forma asi una caja infinita sin tapas; esta caja corta a la superficie en determinadas
curvas y encierra una porcion de la gréfica de la funcién. La porcién encerrada es
la que se nos pide graficar y las curvas que se obtienen al cortar la superficie con la
caja son los bordes de la porcién encerrada. Observemos la siguiente figura.
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3. Flujo vs. volumen

flujo también cambia.

se ilustra a continuacion.

IIIIII
i
N A
Nz
NNz,

\\\\\-\\\%&g&:

N,

L2AL7
S2KL7
=2

En este punto queremos reforzar la idea de que flujo y volumen son en general cosas
distintas, aunque en algunos casos, numéricamente pudieran coincidir, como fue el
caso de la SP-4. El volumen siempre es positivo y el flujo puede ser negativo. El flujo
esta asociado a una direccién, y si se cambia a la direccién contraria, el signo del

Consideremos de nuevo que el agua fluye de acuerdo con el campo de velocidades de
la SP-4: J(x,g) = Yk ; pero ahora lo hace a través de la compuerta: 2 <x <5y -5 <
Yy = 5 del plano xy (en la SP-4 la compuertaes 2 < x < 5y 1 < y < 5 del plano xy).

Si colocamos vectores en la compuerta, notamos que los correspondientes a la parte ne-
gativa del eje y van hacia abajo y se formaria una figura tridimensional como la que

Grificas en el espacio tridimensional

Flowra que se forma en el espacio al colocar sobre cada punto de la compuerta,
2<x<5Y-5<y <5 los vectores dados por La ecuacibn Vix, y) = yk.



Flowra que se {orma en el espacio al colocar sobre cada punto de la compuerta,
2 <xs5Yy-5= Yy <5 los vectores dados por Ln eeuncion Vix, y) = yk.

Las puntas de las flechas forman una superficie, precisamente la gréifica de la funcién
z = f(x, y) = y limitada al rectingulo 2 < x < 5y -5 < y < 5 del plano xy.

)

Grifien de la ecuacion z = £x, y) = ypor enclima Y por debajo de La compuertn,
z§x£55—5£g£5.

(Cudl es el volumen de la figura que se forma considerando todos los vectores del
campo de velocidades en la compuerta? Esto es, en un contexto puramente geométri-
co, ;/cudl es el volumen de la region del espacio encerrada por la grafica de la funcion,
el plano xy y limitada lateralmente por los planos correspondientes a los lados del

rectangulo 2 s x < 5y -5 < y =< 5 del plano xy?
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Una forma de calcular este volumen es observar que la figura completa tiene dos
partes con el mismo volumen: la parte por arriba del plano xy y la parte que estd por
abajo de este plano. El volumen de la parte de arriba puede calcularse multiplicando
el drea de la cara de enfrente (el tridngulo) por el fondo.

El area del tridngulo es 12.5 (base por altura entre dos), entonces el volumen de la
parte de arriba es 37.5 y, por lo tanto, el volumen de la figura completa es 75.

Ahora nos preguntamos por el flujo de agua en direccién de k a través de la
compuerta. Afirmamos que es 0; este resultado puede interpretarse diciendo que
la cantidad de agua que fluye en esa direccion por segundo (el volumen de la parte
derecha) es la misma que fluye en direccion contraria (el volumen de la parte izquier-
da). Se puede decir que el flujo es un “volumen con signo”.
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Tarea 2
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Imaginemos un rio recto donde el agua fluye con rapidez constante de 3 metros por segundo; instalemos un
sistema de coordenadas cartesianas de tal forma que la parte positiva del eje 4 esta en la direccion del movi-

miento del agua. Considérese a la region circular con radio de 2 metros que se encuentra sobre el plano con
ecuacion Y=5m, como se ilustra en la figura.
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;Cual es la ecuacién matematica de la velocidad  del agua?
Calcula el flujo de agua a través de la region circular de la figura en direccion del movimiento del agua.

Dibuja en la figura el sélido que se forma con la cantidad de agua que atraviesa a la region circular en un
segundo.

;Cual seria el valor del flujo a través de la misma region, pero en direccion opuesta al movimiento del
agua?

¢Cuél seria el flujo de agua a través de la region circular de radio 2, en direccion del eje y positivo, si la
region estuviera en el plano y = 7, en lugar del plano y = 57

;Cual seria el flujo de agua a través de la region circular de radio 2, en direccion del eje x positivo, si ésta
estuviera en el plano x = 5, en lugar del plano y = 57

;Cual seria el flujo de agua a través de la region circular de radio 2, en direccion del eje z positivo, si ésta
estuviera en el plano z = =, en lugar del plano y = 57

Imaginemos una compuerta en el piso del salon de clases descrita por las desigualdades = <x<cy2<y=<e,y
que por cada punto de ésta fluye el agua de acuerdo con la ecuacion de velocidad v = £(x, y)k. En cada inciso
se da una funcién z = £(x, y) y se pide que se realice lo siguiente.




compuerta

i) Dibuja la figura que se formaria si colocdramos el vector velocidad en todos los puntos de la compuerta.
if) Senalar en la figura la superficie con ecuacion z = £(x, y).
jii) Calcular el flujo de agua a través de la compuerta en la direccién positiva del eje z.
a) £l y)=x
b) fly =y
A fly=x
d) flx, y =x
e flxyl=y-+

3. Dibuja la grafica de cada funcion de dos variables z = #(x, y) sobre la compuerta definida por las desigual-
dadesosx<2yosys=.

a z=flky=2-x d) z=£fl,y =9 -y
b) z=Fflyl==-y &) z=Fl y) =4e*
0 z=flxy =4-x f) z=Ffl y)=zev

4. En el problema 3, la gréfica de la funcion z = £(x, y) constituye la cubierta superior de una region en el espacio
cuya base es la compuerta definida por las desigualdades 0 < x <2y 0 < y < =. Calcula para cada inciso el volu-
men de la region.

5. Enel problema 3, la gréfica de la funcion z = £(x, i) constituye la cubierta superior de una region en el espacio
cuya base es la compuerta definida por las desigualdades 0 < x < 2y 0 < i < =. Escribe para cada inciso la ecua-
cién de velocidad de un fluido cuyo flujo a través de la compuerta y en direccion del eje z positivo coincide con
el volumen de la regién.

6. Elagua fluye a través de la compuerta definida por las desigualdades —\/; < x< \/;y 0 <y =s5deacuerdo con
la ecuacion de velocidad v = (x” — 1)k . Calcula el flujo del agua a través de la compuerta en direccién del eje =
positivo.

7. Elflujo de un fluido a través de una compuerta es cero. Plantea dos escenarios posibles acerca del comporta-
miento del fluido que expliquen este resultado.
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1.

Funciones de dos variables,
otros contextos

En el tema anterior vimos que cuando un fluido atraviesa una compuerta en un plano donde se ha
instalado un sistema de coordenadas x y y, la rapidez r con que el fluido atraviesa la compuerta de-
pende en general del punto de la compuerta por el que pasa el fluido. Esto conduce a una ecuacién
de la forma r=£(x, y) donde se indica que la rapidez  depende, o es funcién, de las coordenadas
xy y de los puntos de la compuerta.

El concepto de funcién de dos variables puede estar asociado a muchas situaciones de
ingenierfa en donde una magnitud, que representamos genéricamente por z, toma un valor
que depende de los valores considerados para dos variables, que representamos por x y 4.
En este tema tomamos en cuenta varios contextos fisicos en donde una funcién de dos va-
riables resulta ser un modelo que captura la esencia del comportamiento del fenémeno bajo
estudio, como las temperaturas en las diferentes posiciones de una placa o las alturas de
una cuerda vibrante.

Situacion-Problema 5 (SP-5)

Al colocar un sistema de coordenadas cartesianas en una placa, en donde los ejes x y y
estdn medidos en centimetros, la temperatura en cada punto de la misma est4 dada por la
funcion 7=7(x, y) = (100 —x* — y)°C.

%.0) placa
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a) Calcula la temperatura en los puntos de la placa con coordenadas: (0, 0), (1,2)y
(==, —5).

700, 0)=__ 1@, 2=__ T(—=,-5)=

b) Si fijamos el valor de la variable y, la temperatura s6lo depende de x. Por
ejemplo, si Yy = 0, entonces 7 = T(x, 0) =100 — x*. Obtén las férmulas para la
temperatura 7-en funcion de x cuando y =0, y =1, y =2y y = =. Graficalas en
un mismo sistema de coordenadas x7~ ;Qué significado le podemos dar a estas
féormulas en relacién con las temperaturas?

T=T(x,0)= T=TKk1)=
T=T(k,2)= T=7Tk2)=
T
X

¢) Determina la ecuacion de los puntos de la placa donde la temperatura es o °C,
¢qué curva forman en el plano xy los puntos de la placa que cumplen esta
ecuacion?

d) Determina la ecuacion de los puntos de la placa donde la temperatura es 19 °C,
(qué curva forman en el plano xy los puntos de la placa que cumplen esta
ecuaciéon?

Discusion de la Situacion-Problema 5

La expresion 7= 7(x, y) =100 — x* — y° puede visualizarse de dos formas:

a) Se puede escribir 7(x, y) =100 —x* — y para indicar que 7, la temperatura, estd
en funcion de los valores de las variables x y y, que en este caso representan las
coordenadas de los puntos de la placa. Al sustituir un valor concreto de x y uno de
Y se obtiene un tnico valor concreto de 7-

En particular tenemos que

7(0,0)=100 — (0)* — (0)* =100 °C;
71, 2)=100— (1) = (2) =95 °C;
7(=2,-5) =100 — (=3)" = (=5)" =100 — 9 — 25 = &¢& °C.
b) St escribimos solamente 7= 100 — x* — y°, podemos leer la expresion como una

ecuacion de tres variables: x, y y 7= Si se le da un valor a una de las variables, se
consigue una ecuacién de las otras dos (Ilamada ecuacion reducida).
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En particular, si asignamos valores solamente a la variable Y- obtendremos una
ecuacion (reducida) de las variables x y 7, asi, para los valores de Y: 0,1,2y3,
se tienen, respectivamente, las ecuaciones reducidas 7= 100 — x*, 7= 99 — x7,
T=96—-xX'yT=91—x"

(Qué significado concreto, en relacién con la temperatura y la placa, tienen estas
ecuaciones (reducidas)? La respuesta la comentaremos enseguida.

Los puntos de la placa con coordenada y = o (o puntos que satisfacen la ecuacion
Yy = ©0) son los puntos del eje x; los que tienen coordenada y = 1 forman la recta
paralela al eje x que estd una unidad hacia arriba de este eje, y as{ sucesivamente. La
grafica siguiente muestra las rectas correspondientes a los valores asignados y sus
respectivas ecuaciones:

Il
W

Il
N

) ) )

I
o

Ahora bien, si 7= 7 (x, y) = 100 —x* — i es la formula para las temperaturas en los
puntos de la placa con coordenadas (x, 5), T=T(x,0) =100 —x*serd la férmula para
la temperatura de los puntos de la placa con coordenadas (x, ©), que son los puntos
del eje x. Es decir, la ecuacion reducida 7= 100 — x*es una férmula para la tempera-
tura en los puntos del eje x. Cuando se toma y = 1, se estan eligiendo los puntos de
la placa que satisfacen la ecuacion y = 1 (ve la figura anterior), y la ecuacion reduci-
da correspondiente 77= 99 — x~ es una formula para las temperaturas de los puntos de la
placa en esa recta. Igualmente, la ecuacién 7= 94 — x* es una férmula para (o repre-
senta) la temperatura de los puntos de la placa en la recta con ecuacion y = 2. Final-
mente, 7= 91 — x indica la distribucién de temperaturas para los puntos de la placa
con la ecuacion y = =.

Observemos que, en general, al asignar un valor fijo a y, la temperatura 7-estd en fun-
cién solamente de la variable x; de hecho, la ecuacién de las tres variables, 7 x y Y- se
reduce a una con solamente dos: 77y x. Se puede visualizar asi un comportamiento
gréfico de la distribucién de temperaturas a lo largo de las rectas en la placa correspon-
dientes a los valores asignados a la variable y; esto se logra simplemente graficando
en un plano x7-las ecuaciones reducidas o funciones, ahora de una variable (x), tal y
como se hacia en los cursos previos de Matematicas.

Graficaremos en particular las ecuaciones reducidas obtenidas de la SP-5 en un mis-
mo sistema de coordenadas x7-. Notemos que las graficas son de pardbolas que abren
hacia abajo (por el signo menos del factor cuadrético) y sus vértices, sus puntos mas
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elevados, estdn sobre el eje 7 (por la simetria respecto a este eje, el valor de 7 es el
mismo para un valor de x y el de su negativo, es decir, la funcién es par). Enseguida
mostramos parte de las graficas.

T =100 - x*
« x

Ante la cuestién de determinar los puntos de la placa donde la temperatura es o °C,
podemos razonar del modo siguiente: la ecuacion 7= 100 — x* — y* “liga” los puntos
de la placa (con coordenadas (x, 5)) con sus temperaturas (7); dicho de otra manera:
los ndmeros x, vy 7-estan ligados (en el sentido de que si (x, 5) son las coordenadas
de un punto de la placa, entonces 7-es la temperatura en ese punto de acuerdo con la
férmula dada) si satisfacen la ecuacion.

Asi, si (x, y) son las coordenadas de los puntos de la placa donde la tempera-
tura es o0 °c, éstas deben satisfacer o cumplir la ecuacién (reducida, por cierto)
0 =100 — x* — y°. En general, los puntos del plano x4y que cumplen esta ecuacion
forman una circunferencia con centro en el origen y de radio 10; esto puede advertir-
se si manipulamos la ecuacién para ponerla en la forma x* + 4 = 100 (en general,
la ecuacidn de una circunferencia con centro en (4, k) y de radio res (x — h)* +
(y—R)=r).

De modo similar, las coordenadas de los puntos de la placa donde la temperatura es
19 -c deben satisfacer la ecuacion reducida 19 = 100 — x* — Y ¢ésta puede llevarse
ala forma x* + y° = €1 y concluir asi que los puntos de la placa donde la tempe-
ratura es de 19 °c forman una circunferencia con centro en el origen y de radio 9.
Enseguida mostramos un grafico donde hemos dibujado algunas circunferencias,
incluyendo las obtenidas en la discusién anterior; indicamos ademds los valores que
fueron asignados a la temperatura para conseguir las ecuaciones correspondien-
tes. Puede advertirse que a mayor temperatura, menor el radio de la circunferencia
correspondiente.
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C ty =100 (T=0)

X tys=¢e1 (T=19)

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 5
1. Graficas de ecuaciones reducidas

Las curvas que obtuvimos graficando las ecuaciones reducidas permiten apre-
ciar diferentes aspectos cualitativos de la temperatura:

a) Fijando valores de x obtenemos ecuaciones cuyas gréficas en el plano y7 nos
brindan un aspecto cualitativo del comportamiento de la temperatura a lo largo de
rectas paralelas al eje y en la placa (recordemos que en la placa hemos colocado
un sistema de coordenadas xg).

b) Fijando valores de y obtenemos ecuaciones cuyas graficas en el plano x7 nos
brindan un aspecto cualitativo del comportamiento de la temperatura a lo largo de
rectas paralelas al eje x en la placa.

¢) Fijando valores de 7~ obtenemos ecuaciones cuyas gréficas en el plano xy nos
muestran los puntos de la placa que tienen una misma temperatura. De hecho, estas
curvas reciben el nombre de isotermas, que significa “con igual temperatura”.

Las graficas de las ecuaciones reducidas pueden utilizarse para visualizar la gréfica
de la funcién de dos variables y, con ello, obtener una apreciacion cualitativa del
comportamiento de la magnitud que esté siendo modelada por la funcién. Vedmoslo
en el caso particular que estamos considerando, es decir, utilizaremos las curvas que
hemos obtenido para construir la grafica de la funcion temperatura 7= 7 (x, y) =
100 — x* — y°, limitdandonos a una placa rectangular con lados paralelos a los ejes
cartesianos. De hecho, en lo subsecuente detallaremos un procedimiento que utiliza-
remos para graficar funciones generales de dos variables; lo iremos desarrollando
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con el ejemplo especifico que aqui nos ocupa, después lo emplearemos para graficar
otra funcién que estudiaremos utilizando un contexto distinto del de las temperaturas
y, finalmente, lo utilizaremos para graficar funciones generales, esto ultimo, en el si-

guiente tema de esta unidad.
2. Procedimiento para visualizar las graficas de funciones de dos variables.
Consideremos de nuevo la funciéon 7= 7(x, (zj) =100 —x*— Y-

a) Elijamos un rectangulo en el plano xy. En el caso de las temperaturas, esto indi-
caria que estamos delimitando el tamafio de la placa. Se desea obtener la grafica
de la funcién correspondiente a este rectangulo. Tomemos por ejemplo el rectan-

gulo R: —& < x< e, —& < Yy < &; es decir, en este rectangulo estan todos los puntos
del plano xy que satisfacen ambas desigualdades.

" /.

b) Evaluemos la funcién en cada esquina del rectingulo y coloquemos los puntos
correspondientes de la gréfica de la funcion.

(-6, -6, 22) 1

Cuatro puntos de la grifien
de 7= 100 - X* - y*
constderando Las esquinas
del vectlngulo anterior.
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¢) Consideremos el lado del rectdngulo con ecuacion x = &, por ejemplo, y sustituyamos
este valor de x en la ecuacion de la temperatura 7= 100 — x* — y° para obtener

la ecuacién reducida 7= &4 — 4 ; €sta es la ecuacién de una parabola cuyo
aspecto cualitativo en el plano y7 se muestra a continuacion:

-

Esta curva, siendo considerada solamente en el plano yr. estd formada por los
puntos con coordenadas (y, 7), pero si tomamos en cuenta el hecho de que fue
obtenida de una ecuacidn reducida para el valor x = &, podemos visualizar la curva

en el espacio tridimensional en el plano paralelo al plano 7 ubicado 6 unidades
al frente y con ecuacién, precisamente, x = &.

Coloquemos entonces la pardbola anterior en el plano de enfrente de la figura del
inciso b), restringida a los valores de y de —¢ a .

T=64-Yy

/

X

Curva de interseccion de la superficie 7= 100 — x° — °
con el plano x = &.
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Si se realiza lo mismo para los otros lados del rectdngulo, obtenemos las siguientes
ecuaciones reducidas que corresponden a parabolas:

X=—C = T=c4-Y
Yy=e = T=co4-x
y=—-¢ = T=e4-xX

Al colocar estas pardbolas en los planos correspondientes a la figura del espacio
tridimensional, se obtiene el siguiente dibujo:

T =064 - (zjf

T=e4 -y

d) Elegimos ahora una de las variables independientes, x 0 y, le asignamos algunos
valores dentro del rango con el que se estd trabajando, construimos las ecuacio-
nes reducidas correspondientes a los valores elegidos y colocamos las graficas
en los planos respectivos. En este caso elegimos los valores x =0y y = 0. Las
ecuaciones reducidas correspondientes son:

X=0 = T=100—g2
g=0 = T=100—x"

Si colocamos las graficas de estas ecuaciones en los planos correspondientes (que
son los planos coordenados y7"y xT-, respectivamente) en la figura anterior, tene-
mos ahora la siguiente imagen.
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Con esto tenemos una idea global de la grafica de la funcién que puede mejorarse
si se colocaran mds curvas correspondientes a ecuaciones reducidas para valores
de x y y en los rangos establecidos.

La imagen de la gréafica que hemos presentado a través de los pasos anteriores
corresponde a una vision estdtica de ella, es decir, la vemos formada por una
coleccidn de curvas obtenidas al intersecarla con planos con ecuaciones x = k 0
Yy = k. Ahora queremos sefialar una vision dindmica de la grafica de la funcion, al
ser generada colocando paulatinamente en los planos respectivos del espacio tri-
dimensional las curvas correspondientes a las ecuaciones reducidas que se van
obteniendo a medida que los valores de x (0 los de y) avanzan dentro del intervalo
elegido.

—
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Construcclon de la grafica de la ecuacion 7= 100 — x* — 4 sobre el
rectingulo —6 < x < &, —6 < Yy < &, colocando paulatinamente Las
curvas de interseccion de la superficie con planos pavalelos al plano xT-

Esta visién dindmica de la construccién de la grafica de la funcién nos da la pauta
para disefiar la siguiente estrategia de graficacion:

Primero, dibujar en un mismo plano algunas de las curvas asociadas a las ecuacio-
nes reducidas que se obtienen, ddndole a una variable elegida valores especificos
y, posteriormente, desplegar estas curvas, es decir, ir colocando una a una de ellas
en los planos correspondientes a lo largo del eje de la variable elegida.

Tenemos entonces que la grafica de la funcidn es una superficie que puede conce-
birse formada por todos los puntos del espacio cuyas coordenadas son: x, y, y el
valor de 7-correspondiente a éstas, o bien, formada por el agregado (o coleccion)
de las curvas de ecuaciones reducidas. Dentro de esta ultima vision, la grafica
puede concebirse de manera estdtica (con todas las curvas juntas) o dindmica
(viendo el despliegue de las curvas) como lo hemos sefialado.

Es importante mencionar que una coleccion de curvas que conforman también la
grafica de la funcion de la SP-5 es la obtenida cuando se le asignan valores a 7 en
lugar de x 0 ¢y como en las discusiones anteriores. Las graficas de las ecuaciones
reducidas obtenidas asi en el plano xy son llamadas isotermas. Si estas curvas
se despliegan a lo largo del eje 7, es decir, colocando cada curva a la altura
correspondiente (valor de 7°), obtenemos una nueva perspectiva de la grafica de
la funcidn; esta superficie puede verse ahora formada por la coleccién de las
isotermas desplegadas.
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T

galm — 7 -2

magen que tlustra Lo superficle con ecuacion 7= 100 — x° = 4f
como una coleceldn de curvas de corte (clreunferencias) que se forman
Intersecando La superficle con planos paralelos al plano o planos con
ecuactones T = k.

Algunas curvas isotermas de La funcion de temperatura T = 100 - x* - 1.
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3. Cuerda vibrante

En este punto veremos cémo una funcién de dos variables modela el movimiento
de una cuerda que vibra; en este contexto obtendremos de nuevo las ecuaciones redu-
cidas y descubriremos el significado de las mismas. Construiremos, ademas, la grafi-
ca de la funcién utilizando la idea que hemos desarrollado en el punto anterior de ver
la superficie como un agregado de curvas.

Enunciemos la siguiente situacién-problema.

Una cuerda eléstica tiene sus extremos bien fijos en los puntos (0, 0) y (m, 0) del eje
x en el plano xz. La cuerda se estira de tal manera que adopta la forma de la grafica
de la funcién z = sen (x), como se ve en la siguiente figura, y se suelta en el instan-
tet=o.

Formaa de la cuerda
f—m momento de tniclar
el movimiento

RN .

(0, 0) (m, 0)

Supongamos que cada punto de la cuerda tiene un desplazamiento estrictamente
vertical. Cada punto de la cuerda puede identificarse entonces por su posicion x; los
valores de z, las alturas, dependen de qué punto x de la cuerda se trate y del tiem-
po t requerido. Se afirma que la funcion z = £ (x, t) = cos (t/2) sew (x) es un buen
modelo matemético para describir el movimiento de la cuerda. En lo que sigue ha-
remos un andlisis de diferentes aspectos de la funcién que apunten en favor de esa
afirmacion.

* Laexpresion z = £ (x, t) = cos (t/2) sen (x) puede leerse de dos formas. La
primera igualdad, z = #(x, t), dice que z es una funcion de dos variables, de x
y de t. Si eliminamos el término #(x, t) de la expresién, obtenemos una ecuacion
de tres variables z = cos (t/2) sew (x).

» Si se asignan valores especificos a una de las variables, se tendrdn ecuaciones
reducidas (de dos variables). En particular, si se asignan valores a la variable x o
a t se tendrd que z es funcién de una sola variable.

Si en la expresion z = £(x, t) = cos (t/2) sen (x) sustituimos ¢ por 0, nos queda:
t=0=z=FKx0) =cos (0/2) sewn (x) = sewn x, 0 bien, z = sen (x)

Esto indica que en cuanto a la forma inicial de la cuerda (la forma de ella en el

tiempo 0), el modelo cumple esa condicidn.

Abhora, si sustituimos x por 0y luego por 7 en la funcion z = #(x, t) = cos (t/2)
sen (x), tenemos:

x=0=>z=F(0,t) =cos (t/2) sen (0) = 0, es decir, z = 0;

x=m =z=F(m t) =cos (t/2) sen () = 0, es decir, z=10.
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Esto es, en los puntos extremos de la cuerda, donde x = 0 0 x = 7, tenemos
que z = 0 para toda t. Esto significa que de acuerdo con el modelo los extre-
mos estan fijos al eje ¢, lo cual concuerda también con la realidad del fenémeno
en estudio.

En general, y en relacién con el fendmeno de la cuerda vibrante, ;qué significado
tienen las ecuaciones reducidas cuando se asignan valores especificos de t?
Veamos.

Puesto que ¢t representa el tiempo, x a los puntos de la cuerda, y z es la “altura”
de esos puntos en esos tiempos, la ecuacién reducida cuando se fija t sefala las
posiciones de todos los puntos de la cuerda en ese tiempo. La gréfica de la ecua-
cién reducida modela la forma que tiene la cuerda en ese tiempo fijo. Veamos
algunas de estas ecuaciones reducidas y sus respectivas grificas en un mismo
plano xz.

Funcioén Ecuacion reducida

z =cos (0) sen x
t=0 z=(1)sen x
Z=senx

z=cos (/&) sen x

t=m/3=1.04
7 z=(0.2c0) sen x

z =cos (t/2) sen x

z =cos (7/4) sen x

t=m/2=1.571 z=(0.707) sen x

z=cos (7/2) sen x

t=m=3141¢c

zZ=0

Se puede observar que en el tiempo ¢ = 27 todos los puntos de la cuerda estdn en
su posicién mds baja; para ese valor de t la ecuacién reducida es z = —sen (x).
Adicionalmente, puede apreciarse que para t = 47 la cuerda vuelve a tener la
forma con la que empez06; la ecuacion reducida correspondiente es z = sen (x).

Con ayuda de sistemas de computacién algebraica podemos apreciar que la
expresion z = £ (x, t) =cos (t/2) sem (x) es un modelo adecuado del movimiento
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de la cuerda, usando comandos de animacién que simulen cémo la cuerda se des-
plaza conforme el tiempo transcurre.

* Siagregamos el eje del tiempo al sistema xz, formamos el sistema tridimensio-
nal xtz. Dibujemos en este sistema las curvas correspondientes a las ecuaciones
reducidas que se obtienen al asignar valores a la variable ¢, pero ahora en planos
paralelos al plano xz, correspondientes a los valores asignados de ¢. La siguiente
figura ilustra lo que queremos decir.

z =senx
z =0.206sen x
Z = 0707 sem x Z = -0.707 sen x

X t=m/= t=m/2 t=1 t=z=mw/2 t=om

* Si colocdramos todas las curvas correspondientes a todos los valores de ¢, tendriamos
la grdfica de la funcion, o grifica de la ecuacion z = £ (x, t) =cos (£/2) sen (x).
Esto se aprecia en la siguiente figura.

Grifica de z = cos (t/2) sen (x) (una shbana o superficie).
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Notemos que hemos concebido la grafica de la funcién como un agregado de
curvas (en este caso las distintas formas de la cuerda) al igual que hicimos en el
caso de las temperaturas.

(Qué pasa si en lugar de fijar el tiempo asignamos valores solamente a la variable x?
Fijar un valor de x equivale a fijar un punto de la cuerda; la ecuacion reducida
correspondiente (de las variables ¢ y z) o la funcién de una sola variable (z en
funcién de t) describen el movimiento (distintas alturas o posiciones) de ese
punto de la cuerda a lo largo del tiempo.

Las gréficas de estas ecuaciones reducidas pueden dibujarse en un mismo plano tz,
pero cuando éstas se despliegan a lo largo del eje x, volvemos a tener la grafica de
la funcién de dos variables. Si antes la gréfica fue concebida como la unién de las
distintas formas de la cuerda a lo largo del tiempo, ahora también puede visuali-
zarse como la unién de los movimientos de cada punto de la cuerda.

Consideremos las ecuaciones reducidas para los siguientes valores de x:

Funcion Ecuacion reducida

z =cos (t/2) sen (0)

z=0

z =cos (t/2) sewn (1.57#1)
X=T/2=1.571
z=cos (t/2)

z =cos (t/2) sew (1.17#81)
X=3T/8=1.1781
0
0
z =cos (t/2) sen (1.96325)
X=5T/8=1.9635

z =cos (t/2) sen x z=0.9239 cos (t/2)

X=1T/4=07257 Zz = cos (t/2) sen (0.7257)

(6]

(0]
z =cos (t/2) sen (2.2562)

X=3T/4 =2.3562
Z = 07071 cos (t/2)

z =cos (t/2) sen (0.2927)

o

X=1/€=0.2927

0
z =cos (t/2) sen (2.7429)
= /L =2. 2
ST ) Z =0.2827 cos (t/2)

Las graficas correspondientes a estas ecuaciones reducidas en un mismo
plano tz son:
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0.3827

X = T/2, Z cos (t/2)
1 l X=2m/€ 0 Xx=5T/8V Z=0.923¢€ cos (t/2)
019239_ /

/ X=T/4 0 X=Z2T/4, z= 07071 cos (t/2)

X=T/C 0 x=FT/E z=03827cos (t/2)

Grificas ew el plano tz de las ecuaciones veductdas que se obtienen a partir de La

ecuaclon z = cos (£/2) sen (x) dandole valores especificos a la varinble x. Cada grifien

representa La historia del moviniento de wn puunto de La cuerda, el que corresponde al

valor de x constoerado.

Al desplegar, a lo largo del eje x, la totalidad de las graficas de las ecuaciones reducidas
en el espacio tridimensional xtz, volvemos a obtener la grafica de la superficie, la cual
mostramos a continuacion y donde sefialamos las curvas de ecuaciones reducidas
correspondientes a la figura anterior.

magen gue ilustra a la superfiele con ecuacion z = cos (£/2) sew (x) como una
coleccion de curvas de corte (curvas tipo coseno) que se forman intersecando La
superﬁcie cow planos paralelos al plano tz o planos con ecuaciones x = k.

Grificas en el espacio tridimensional




4. Curvas de corte

Hemos visto cémo las funciones de dos variables nos permiten modelar la distri-
bucién de temperaturas en una placa y el movimiento de la cuerda vibrante; en los
ejercicios de la siguiente tarea tendremos oportunidad de estudiar otros contextos
fisicos donde las funciones de dos variables vuelven a hacer su aparicion. Vimos
que funciones de dos variables pueden reducirse a funciones de una sola variable o
ecuaciones de tres variables a ecuaciones de dos, asignando valores a una de ellas.
La superficie correspondiente a la grafica de la funcién de dos variables puede verse
como un agregado de curvas planas, las graficas de las ecuaciones reducidas, que
se despliegan en el espacio tridimensional.

Las curvas correspondientes a las graficas de ecuaciones reducidas se les llama
también curvas de corte porque pueden visualizarse como curvas que se obtienen al
cortar una superficie con planos paralelos a los planos coordenados. Si volvemos a la
gréfica de la funcién que modela la cuerda vibrante, podemos ilustrar lo que hemos
dicho.

En el siguiente dibujo se muestra la curva de corte obtenida al intersecar la superficie
con el plano de ecuacion ¢ = k. Esta curva es la misma que se obtiene al graficar
la curva reducida (al asignar el valor k a la variable t), en el plano paralelo al plano xz
colocado en ese valor de t.

=\

Curva de corte

\\}

AN

z = Asen (x)

Ahora en el siguiente dibujo se tiene la curva de corte correspondiente al plano
x =c. Esta curva es la misma que la ecuacion reducida cuando se asigna a x ese
valor.
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En el siguiente tema utilizaremos las curvas de corte como ayuda para graficar fun-
ciones al margen de los contextos fisicos.
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Tarea 3
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. Considera una placa que se encuentra sobre el plano xy. La temperatura en cada punto (x, y) de la placa esta
dada por la férmula: 7= 7 (x, g) =1 +x° g °e).

a) Interpreta el significado de las ecuaciones 7=7(x, 0), 7= 7 (x, 1) y 7= 7 (x, 2). Dibuja las curvas correspon-
dientes a estas ecuaciones en el mismo plano de las variables x y 7=

b) Interpreta el significado de las ecuaciones 7=7 (0, y), T=7(1, y) y 7= T (2, y). Dibuja las curvas corres-
pondientes a estas ecuaciones en el mismo plano de las variables yy -7t

¢) Determina la ecuacion de los puntos de la placa donde la temperatura es: i) 10 °c, ii) 17 °c, iii) 2¢& °C.
Dibuja en el plano x4 las curvas de estas tres ecuaciones; ;qué significado tienen estas curvas?

d) Haz un dibujo de la superficie con ecuacién 7= 7 (x, g) =14+ Y Interpreta en la superficie las curvas
obtenidas en los inicios a), b) y ©).

e) Haz un dibujo de la superficie con ecuacion 7= 7 (x, ) =1 +x° + i limitada a 0 <x <2, 0 < y <2 (digamos
que es una placa rectangular con estas dimensiones). Coloca en la superficie las curvas obtenidas en
los inicios a) y b).

2. El agua fluye a través de la compuerta rectangular en el plano xz descrita por las ecuaciones 0 < x < 3,
0o <z<zconvelocidadv=(x+=z+1) J Yy, en consecuencia, con una rapidez (que es la magnitud de la velo-
cidad) dada por la ecuacion v=F£(x, z) =x +z + 1.

movimiento del fluldo

compuerta




a) ;Cudl es la rapidez minima del fluido a través de la compuerta?, ;en qué punto de la compuerta se tiene
esta rapidez?

b) ;Cudl es la rapidez maxima del fluido a través de la compuerta?, jen qué punto de la compuerta se tiene
esta rapidez?

¢) Si en la compuerta fijamos el valor de la variable z, la rapidez v sélo depende de la variable x. Encuentra
las formulas que se obtienen para la rapidez fijando los siguientes valoresde z:z=0,z=1,z=2y z==.
Dibuja las graficas correspondientes en el plano xv.

d) Sienlacompuerta fijamos el valor de la variable x, la rapidez v sélo depende de la variable z. Encuentra las
férmulas que se obtienen para la rapidez fijando los siguientes valores de x: x=0, x=1, x=2y x==. Dibuja
las graficas correspondientes en el plano zv.

e) ;Qué curva forman en la compuerta los puntos en donde la velocidad es 4 m/s?

f) Dibuja la figura que se formaria si colocaras el vector velocidad correspondiente a cada punto de la com-
puerta.

g) Dibuja la grafica de y = f(x, z) =x + z + 1 (la superficie que se forma considerando sélo las puntas de los
vectores velocidad) correspondiente a la compuerta.

3. Considera una cuerda que estd fija a los extremos (0, 0) y (5, 0) del plano xz y que se estira para adoptar la
forma de parabola con ecuacion z = g(x) = 5x — x*, como se muestra en la figura.

i /_z=g(/<)=5x»)<9

Supongamos que la cuerda se suelta en el instante t = 0 y que tendrd, como es de esperarse, un movimiento
oscilatorio. Admitamos que la cuerda tardard 27 segundos en dar un ciclo completo, es decir, regresar a su
posicién original.

a) Tomemos el punto de la cuerda donde x = =, su altura inicial, esto es, en t = 0, es z = g(z) = ¢. Describe
con tus palabras el movimiento de ese punto a medida que el tiempo transcurre, jcuanto es la amplitud?
Obtén una posible férmula que exprese la altura z de ese punto conforme transcurre el tiempo.

b) Tomemos ahora un punto cualquiera de la cuerda, con abscisa x; su altura inicial, esto es, en t = o,
es z = glx) = 5x — x> Describe el movimiento de ese punto a medida que el tiempo transcurre, ;cuanto
es la amplitud? Obtén una posible formula que exprese la altura =z de ese punto conforme transcurre el
tiempo. Esta es la férmula que modela el movimiento de la cuerda.

¢) Grafica en el plano xz las posiciones de la cuerda en los tiempos t = /2, t = 7 y t = 27r/2. Usa la férmula
obtenida en el inciso b).
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d) Grafica en el plano tz las historias del movimiento de los puntos de la cuerda donde x=1, x=2y x==.Usa
la férmula obtenida en el inciso b).

e) Obtén la gréfica obtenida en el inciso b) limitada al rectdnguloo < x < 5,0 <t < 7.

4. Se calienta una varilla metalica delgada como se muestra en la siguiente figura.

T X (en cm)

A partir de cierto momento (¢ = 0) se retira la fuente de caloar.

0.2 2 g q p
Supongamos que la ecuacidn 7(x, t) = 50¢* cos (t/4) modela la distribucion de temperatura en cada punto x
de la varilla y cada tiempo posterior t, donde —1 < x<1yo <t <27

a) Para cada uno de los siguientes valoresde t:t =0, t=m/2, t =1
i) Escribe la ecuacion reducida correspondiente.
i) Dibuja la grafica correspondiente a cada ecuacion reducida.
;Qué representa cada ecuacion reducida respecto al fenémeno fisico?
Muestra las tres graficas en un mismo plano.
b) Utiliza algun recurso tecnolégico para graficar

2
T(x, t) =50e™ cos (t/4),donde -1 <x<1yo<t<o.

c) Si ahora tomamos el valor de x=1/2, obtén:

i) La ecuacion reducida. ;Qué representa esta ecuacion respecto al fendmeno fisico?

i) La gréfica de la ecuacion.
d) En la grafica de 7(x, ¢t) = 506" cos (t/4) obtenida en el inciso b), resalta las graficas que obtuviste en los
incisos a) y c).

5. Propagacion de una onda. Muchos fenémenos de la Naturaleza, como el sonido y la luz, viajan a través de
ondas cuyo movimiento puede modelarse con funciones senoidales.

Ingresa a la pagina http://www.cbu.edu/~jvarrian/applets/waves1/lontra_g.htm para que veas el movimiento
de una onda transversal.

Si centramos un eje x en la direccion del movimiento de la onda a la altura ¢ de la onda correspondiente al
valor x en el tiempo ¢, la representaremos por Yl t).




a) A continuacion te mostramos la forma de la onda correspondiente al tiempo ¢t = 0. Esto es, la grafica
de la funcion y = y(x, o). Si el periodo o longitud de onda es A y la amplitud es .4, obtén la férmula

para y =y (x, 0).

L

(—}—)

b) En la siguiente grafica te mostramos la forma de la onda en el tiempo t =0 y en un tiempo t arbitrario pos-

terior. Estas son la formas de las gréficas de Y =<zj(x, 0) Yy =g(x, t), respectivamente. Si la onda viaja a una
velocidad v, la distancia horizontal entre las gréficas es vt, y como se ve en el dibujo, 5(,(, t) = (zj(x — Vvt 0).

Obtén con base en esto la férmula general de Y =g(/<, t):

g Y=yx o Y=yt

tiempo =0 f_ tiewmpo £

vt

X

¢) Si fijamos el valor de x y vemos a y como funcion de ¢, el movimiento de propagacion de la onda se

limita a un punto que sube y baja verticalmente.
i) Si el parametro v aumenta, ;qué pasa con la velocidad de movimiento de este punto?

ii) Siel pardmetro A aumenta, ;qué pasa con la velocidad de movimiento de este punto?

Argumenta tus respuestas.

Grificas en el espacio tridimensional
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Graficas de funciones
de dos variables
y de ecuaciones de tres

Hay dos maneras de visualizar una curva. Una manera estética, donde se contempla la curva como
si fuera una fotografia; y una manera dindmica, en la que la curva se traza por el movimiento de un

punto, como si fuera una pelicula.
De manera andloga, hay dos maneras de visualizar una superficie. La estdtica, donde se contempla

de golpe una superficie o una porcién de ella; y la dindmica, donde la superficie se traza por el
movimiento de una curva, que incluso puede ir cambiando conforme se desplaza.

En este tema presentaremos una estrategia para trazar o imaginar la superficie correspondiente a una
funcién de dos variables o ecuacién de tres variables de acuerdo con la visién dindmica que hemos
comentado, es decir, viendo a la superficie formandose por un despliegue de curvas, que no son
otras mds que las curvas de corte de la superficie. Iniciemos este tema con la siguiente situacion-

problema.

Situacion-Problema 6 (SP-6)

Considera la funcién de dos variables z = #(x, 5) =y+ X%, 0 ecuacion de tres variables

z=y+x.
1. Obtén las ecuaciones reducidas correspondientes a los valores y =0, y =1y y =4

(,Qué tipo de curvas son?
2. Dibuja en el plano xz la gréfica correspondiente a cada ecuacion.
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3. En la siguiente figura se sefialan los planos y = o (plano xz) y y = 4. Dibuja las
gréificas de las ecuaciones reducidas para y = ¢ en el plano xz y para y =4 en el

plano y=4.
z
plano plano
y=o y=4
2 -2
Y
2 2
X

4. En general, si tomamos la ecuacion de tres variables z = ¢ + x* y se dan valores a
la variable y, se obtiene una familia de ecuaciones de las variables x y z (y, en
consecuencia, una familia de curvas).

a) Identifica el tipo de curvas que forman a la familia.
b) (Qué tienen en comiin?, ;qué las distingue unas de otras?

5. Si colocaramos cada pardbola de la familia (en el sistema tridimensional) en el
plano correspondiente al valor de y asociado a ella:

a) (En qué plano estdn todos los vértices de las pardbolas?
b) (Qué figura forman los vértices?, ;cudl es la ecuacién de esta figura?

6. Considera el rectangulo R: —2 < x < 2; 0 < y < 4 en el plano xy. Haz un dibujo
de la grafica de z = y + x* limitada a ese rectangulo. Empieza colocando los pun-
tos de la grafica correspondientes a las esquinas del rectangulo, después apdyate
en lo que has desarrollado en los puntos anteriores de esta situacién-problema
para completar la gréfica.

Discusion de la Situacion-Problema 6

Si asignamos valores a una de las variables en la ecuacion z = y + x* obtenemos una
ecuacion reducida de dos variables; en particular, si asignamos los valores 0, 1 y 4 a
Y. obtenemos las ecuaciones z = x*, z =1 + x° y z = 4 + x°, respectivamente.

Estas ecuaciones pueden graficarse en un mismo plano xz, como se muestra a conti-
nuacion:
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Estas ecuaciones también pueden graficarse en el espacio xyz colocando cada una de
las gréficas anteriores en los planos con ecuaciones Y=0o0y=1yy=+=, respectiva-
mente. El siguiente dibujo ilustra lo anterior.

En general, y como habras notado, cada valor que se asigne a la variable y genera la
ecuacion de una pardbola; mas atn, la ecuacion z = ytx puede verse como una fa-
milia de ecuaciones de pardbolas, pensando en los distintos valores que se le pueden
asignar a y. De hecho, esta familia puede escribirse también asi: z = ¢ + 7, donde
es una constante arbitraria.

Las pardbolas que constituyen esta familia pueden graficarse en un sistema de dos
dimensiones xz, abren hacia arriba, tienen su vértice sobre el eje z (por lo tanto,

Tema 1.4  Grificas de funciones de dos variables y de ecuaciones de tres ® 61




62 ® Unidad 1

son simétricas respecto a ese eje) pero, precisamente, la diferencia entre estas para-
bolas es la posicién exacta de sus vértices que depende del valor de ¢: el vértice
estd en z = ¢ del eje z o en el punto con coordenadas (0, ¢) del plano xz. Una para-
bola estd mas arriba o abajo que otra de la misma familia segtin sean los valores de C.

Ahora bien, si cada pardbola de la familia es dibujada en su plano correspondiente del
espacio tridimensional (plano paralelo al xz con ecuacion y = ¢) las coordenadas de
los vértices serian X = o0 (ya que en el plano xz el vértice estd en el eje =z, cuya ecua-
cion es precisamente X = 0), y = € (porque la pardbola se dibuja en el plano con esa
misma ecuacion), y z = ¢ (porque la ecuacion de la pardbola es z = ¢ + x*). Es decir,
las coordenadas de los vértices estan dadas por la terna (o, ¢, ¢), de donde puede
decirse que los vértices estdn en el plano yz (con ecuacién x = 0) y forman ahi la
recta con la ecuacion z = y.

Finalmente, si nos limitamos a los puntos del plano xy que forman el rectingulo
R:—2=sx<2,0<y<+4,yreunimos toda la informacién que hemos obtenido, pode-
mos convencernos de que la grifica de la ecuacion z = y + x es la que se muestra en
la siguiente figura.

z=y+ 4, corte
de la superficie con
elplano x = -2

z =x"+ 4, corte
de la superficie

. con el plano y = 4
z=y+ 4, corte /
de la superficie con
el plano x =2

\_/-/ conel plano x =0

.
.

H

.

.

H

. . c o
. z = Yy, corte de Lo superfiele
H Y P

.

H

.

.

H

.

X = X7, corte
de la superficie con

elplano y =0

X

Y

Grifiea de la superficie con ecuncion z = y + x? sobre el vectlingulo: -2 Sx <2, 0 < y< 4.

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 6

1. Construccion dinamica de la grafica de z=y + x*

Podemos utilizar un sistema de computacion algebraica para dibujar la grafica de
la ecuacién de la SP-6. De hecho, la figura anterior se hizo auxilidndonos con uno
de estos sistemas. Mds aun, usando los comandos de animacion del sistema, la gréfica
puede construirse dindmicamente desplegando paulatinamente sus curvas de corte.
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Sienla ecuacion z = y + x* se van asignando valores en orden creciente a la varia-
ble y, se puede ver con ayuda de alguno de estos recursos computacionales como se
va formando la grafica de la ecuacién mediante el trazo continuo de una serie de para-
bolas agregandose a lo largo del eje y. La siguiente secuencia de figuras intenta
mostrarlo:

A
TR
rR
LW
X

=

i
S\l
IS
4
R

s
A0

QORI

CERS

N
=2

Observemos que si en la ecuacion z = y + x* le damos ahora valores a la variable x,
obtendremos ecuaciones reducidas con variables z y y cuyas graficas son rectas.
Aunque esas rectas pueden graficarse en un mismo plano zy, al desplegarlas en
el espacio tridimensional, a lo largo del eje x, se tendrd la misma gréfica que obtu-
vimos de z = y + x7, s6lo que esta vez se verd como un agregado de rectas. Una
animacion en tal sentido puede realizarse con el apoyo de los recursos computacio-
nales que estamos sefialando; la siguiente secuencia de figuras intenta mostrar este
despliegue.
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2. Construccion dinamica de la grafica de una funcion de dos variables

En general, si tenemos una funcion de dos variables z = £(x, g), podemos reproducir
los pasos de la SP-6 para visualizar la superficie correspondiente a su grafica. Es
decir, podemos asignar valores a una de las variables y obtener una familia de
funciones de una variable cuyas gréficas, al ser desplegadas, permiten visualizar la
superficie, pensando en ésta como un agregado de curvas. Tendremos oportunidad de
practicar esta idea con las funciones dadas en el ejercicio 1 de la Tarea 4.

3. Graficas de ecuaciones de tres variables

Cabe sefalar que, aunque la funcién z = £ (x, ) pueda verse como una ecuacion de
tres variables, no toda ecuacién de tres variables corresponde a una funcién de dos
variables. Tomemos como ejemplo la ecuacién z* = x* + 4, ninguna de las variables
es una funcion de las otras dos (recuerda que para que una variable « sea funcién de
una variable v en determinada ecuacion es preciso que al reducir la ecuacion al asig-
nar cualquier valor a v no sea posible que dos o mds valores de « cumplan la ecua-
cién reducida). Sin embargo, las ideas que hemos desarrollado anteriormente para
graficar pueden aplicarse a ecuaciones de tres variables en general; es decir, se puede
obtener una familia de ecuaciones reducidas (dandole valores a una de las variables)
y desplegar las gréficas correspondientes. Vedmoslo en este mismo ejemplo.

Si asignamos valores a una de las variables, obtenemos ecuaciones reducidas de las
otras dos; asi, si evaluamos x, digamos que x = k, obtenemos la familia de ecuacio-
nes z° =k + 4, que puede reescribirse como z* — y4° = k”. Si ahora tenemos que
x =k (es decir, damos valores a la (Ij), obtenemos la familia de ecuaciones z* = x* + k=,
que reescribimos como z* — x* = k”. También podemos asignar valores a z (1o que no
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hemos hecho en lo que va de este tema), es decir, tomar z = k, con lo que se obtiene
k*=x"+ y°. La siguiente tabla resume lo anterior.

Asignacion de valores Evaluacion Familia de ecuaciones

X=kR
y=kr
z=k

La reescritura de las ecuaciones que aparece en la dltima columna tiene el fin de facili-
tar su identificacion grafica. Al final de este tema, antes de la Tarea 4, presentaremos
un cuadro que identifica determinada clase de curvas con algunos tipos de ecuacio-

nes, como las que aparecen aqui.

Tomemos algunos valores especificos y tracemos las graficas correspondientes en un
mismo plano, para cada una de las familias de ecuaciones.

Asignando valores a x:

Xx=*1
x=12

xX=1=

Zz=/€2+<lj2 Zz_!jz:/ez
Z7 =4 + R Z— )=k
/€2=}(2+32 )(2+g2=/€2

zz_g2=/e2
zz—g2=0
zZ -y =1
zZ—y=+4

zz_gzzﬁ

z7 Yyt =9
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Asignando valores a y:

y==k
y=o
gzi‘l

5=i2

y===

Asignando valores a z:

Grificas en el espacio tridimensional

z=11

z=12

Las curvas anteriores son hipérbolas; de hecho, el par de rectas que aparece en cada
figura puede considerarse como un caso limite de hipérbola. Mds adelante veremos
que estas curvas se obtienen al hacer cierto tipo de cortes a un cono, de ahi que se diga

que pertenecen a la familia de las conicas.

Xty =k
Xty =
Xty =
Xty =4

X2+32=ﬁ



‘/*;W::'9
. X‘+g‘=4
1 x*Jrg:::L
; X

Las curvas correspondientes a esta ultima familia de ecuaciones son circunferencias
en el plano xy, con centro en el origen y de radio ‘/e ; de hecho, el origen puede conside-
rarse una circunferencia de radio 0.

Dado que estamos mas familiarizados con las circunferencias que con las hipérbolas,
trataremos de visualizar la grafica de la superficie correspondiente a la ecuacién
z* = x" + i, desplegando a lo largo del eje z estas circunferencias.

Ahora bien, es claro que hay una infinidad de superficies que pueden obtenerse
desplegando circunferencias a lo largo del eje z; ve las siguientes figuras.
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En general, cualquier superficie formada como un agregado de circunferencias a lo
largo de una recta, y todas con centro en ella, se identifica como una superficie
de revolucién; de aqui que si queremos tener una idea mas precisa de como es la gra-
fica de una superficie de la que ya sabemos que es de revolucién, basta identificar y
graficar la curva que estaria rotando, en nuestro caso, alrededor del eje =z, para gene-
rar la superficie.

Recordemos algunos detalles de las superficies de revolucién. Una curva en el plano
zy, por ejemplo la gréfica de la funcion y = #(z), genera una superficie de revolucién
al rotarla alrededor del eje z. Observemos las siguientes figuras.

—y=f=
200+

2004

100 4

—y=7f=

Dos hechos que queremos destacar en relacién con las dos curvas de la tltima figura
son los siguientes:

* Ambas pueden representarse por una sola ecuacion Y= (F=2).

* Sivolvemos a la superficie de revolucion, en el espacio tridimensional xyz, estas
curvas se obtienen al intersecar (o cortar) la superficie con el plano zy. Cualquiera
que sea la ecuacioén de una superficie, las ecuaciones de estas curvas de corte
corresponden a la ecuacién reducida cuando se toma x = o (en general, a las curvas
que se obtienen de las ecuaciones reducidas al darle el valor 0 a cualquiera de
las variables, se les llama trazas).

Volviendo a la ecuacién x* + gy~ = z°, tenemos que la ecuacion reducida correspon-
diente a x =0 es y* =z7; esta tltima ecuacion engloba dos ecuaciones: y=zy y=-z.
Las graficas de estas dos ecuaciones (la traza x = 0) son dos rectas que ilustramos
enseguida.
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Al girar estas rectas (de hecho, puede girarse una sola), tenemos la superficie que
corresponde a la ecuacion de tres variables x* + 4 = z: un cono.

Superficle conica con
ceunclon x= + y* = z=

Las secciones conicas son las curvas que se obtienen al cortar el cono con planos. En
particular, al cortar el cono con planos perpendiculares al xy se forman hipérbolas y,
al cortarlo con planos paralelos al plano xy, se forman circulos, como puede obser-
varse en la siguiente figura.
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Un elemento que hemos afiadido aqui para graficar superficies de revolucion puede
usarse para visualizar la grafica de una ecuacion general de tres variables. Nos referi-
mos a las llamadas frazas: son curvas planas correspondientes a ecuaciones reducidas
cuando se asigna el valor particular de cero a algunas de las variables. Este nuevo ele-
mento es considerado en la estrategia general que enunciamos enseguida para graficar
ecuaciones de tres variables.

4. Guia para visualizar la grafica de una ecuacion de tres variables

a) Obtener, a partir de la ecuacidon dada, las tres familias de ecuaciones reducidas,
sustituyendo cada vez una variable por una constante.

b) Identificar el tipo de grafica correspondiente a, por lo menos, un tipo de ecuaciéon
reducida. Puedes asignar valores concretos a las variables y graficar las ecua-
ciones resultantes.

¢) Dibujar en un mismo plano algunas graficas de la familia de ecuaciones reducidas
de la que ya identificaste el tipo de grafica. Identificar el efecto en las gréaficas de
los distintos valores que se asignan.

Aqui se puede hacer un primer esfuerzo por identificar la grafica pedida, tratando
de visualizar la superficie que se forma desplegando las graficas del inciso ¢) a lo
largo del eje de la variable a la que se le asignaron los valores concretos.

d) Obtener la ecuacion de las trazas (esto se logra asignando el valor 0 a cada variable
en la ecuacidn original de tres variables). Graficar en el plano correspondiente
cada traza.

e) Dibujar un sistema tridimensional donde se muestren las trazas.

f) Desplegar las graficas de las ecuaciones reducidas en el sistema tridimensional
anterior.

En este momento ya se debe tener una idea mas clara de la superficie asociada a la
ecuacion de tres variables.

Es recomendable apoyarte en algtin recurso tecnolégico para corroborar la idea
que te hiciste sobre la superficie realizando los puntos anteriores. Es importante
sefialar que el recurso tecnolégico no vuelve innecesario el trabajo que se realiza
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“a mano”; ambos tipos de trabajo se complementan y profundizan en el conocimien-
to de lo que se estudia. Si no podemos realizar un trabajo de anélisis como el que pro-
ponemos en la guia anterior, podemos creer que la grafica del cono con ecuacién z*
=X+ y~ es la figura que arroja el recurso computacional que se estd usando, lo cual
no es cierto... del todo.

W
Superfiele conica con —J \\

ceuaclbn x* + y* = z*

Flguras conieas que representan a la gréfica de la ecuacion x* + y* =27 Lo
de la derecha es obtenioda con un recurso computacional, Y en ella puede verse
la omlision de una porcion de superficle cevea olel vértice.

Ejemplo. Graficar la ecuacion y + z* = x” siguiendo la guia anterior.

a) Familias de ecuaciones reducidas.

X=k ytz=kr* Yy=r —x
Y=k k+z"= X —z"=k
z=k ytkrk =x Yy=x -k

La tercera columna refleja una forma de presentar la familia de ecuaciones redu-
cidas de tal manera que favorezca reconocer el estilo de la gréfica.

b) La primera y la dltima ecuaciones representan familias de parabolas; en la primera,
las parabolas estan en el plano zy, abren hacia el eje y negativo y son simétricas
respecto a ese mismo eje. En la tercera, las pardbolas estdn en el plano xy, abren
hacia el eje y positivo y son simétricas respecto al mismo. La segunda ecuacion
representa una familia de hipérbolas.
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¢) Mostramos a continuacién algunas pardbolas e hipérbolas correspondientes a
estas familias en sus respectivos planos.

Y

Parabolas y=rk -z
k=0,+1,+2 *=

Hipérbolas x* —z" =k
k=0,%1, 14, 19

Parabolas Yy=x -k
k=0 %1,12 £=

En realidad aqui, respecto a lo que se dice en el inciso b) de la guia, hemos iden-
tificado las tres familias. Concentrémonos en la primera familia para proceder
con los demds incisos. Un buen ejercicio para ti seria tomar cada una de las otras
dos familias y proceder con el resto de la instruccidn; esto puede enriquecer la
vision de la grafica final.
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El efecto que tiene la constante & en las pardbolas correspondientes a la ecuacion
Yy =k*—z" es el de un movimiento de traslacion a lo largo del eje y. Se puede
notar que el valor minimo de &~ es 0 (y, por lo tanto, los vértices van del O al infi-
nito sobre el eje ).

Si desplegamos las gréficas obtenidas de la primera ecuacidn, agregando el eje x,
obtenemos:

Parbolas con ecunclon

(En este momento ya tienes una idea de como es la superficie?

d) Ya que nos concentramos en la ecuacion y = k* — z7, las trazas que debemos
obtener son las correspondientes a y = ¢y z = 0; es decir, al sustituir estos valo-
res en la ecuacién original Y+ z* = x°, obtenemos, respectivamente, las ecuaciones
z* =x"y y = x". Las grificas de estas ecuaciones en los planos xz y xy son,
respectivamente:
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e) Dibujamos un sistema tridimensional donde se delinean en sus respectivos planos
las trazas del inciso anterior.

/ trozoz = -x

trazonz = x

l \ trazo y = x*

f) Si ahora en la figura anterior desplegamos la familia de pardbolas elegida, se
obtiene:

t = _
— trzaz = —x

Parfbolas con ecunclon

/

traznz = x

traza y = x°

La siguiente grafica se obtiene con un recurso computacional. Sobre ella hemos
sefalado las curvas que construimos en los puntos anteriores y que nos permitieron
tener una visualizacién adecuada de la grafica pedida.
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Pardbolas con ecuncion

Y=k -z

N
2
Lk
LT
Z

()
05
7
0

2>
XA
N
\ 7

5. Ecuaciones comunes de dos variables y sus graficas

c
Xty =c /\ Circulo

Y

;<2+a<zj2=le

a>o k>0 WEC

Jk Elipse

\ X

(contintia)
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(continuacion)
Y
Je
ax® +y2 =k N, /\ .
pe o g Jk/a ‘//Jbz p Elipse
e

-k

X —ay =k
a>o k>0 X

Hipérbola

a>o k>0

Yy -ax=k \
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Tarea 4
g All-nh— —fTENID T 4
. Considera las siguientes funciones de dos variables y el rectdngulo adjunto:

a) z=y;RI2Sx<2—3SYy<=3

b) z= Ysen G R —TSXST—2S Y<=

0 z=yt+esRi—2Sx<3-1<y<=

d) z=2x+y+1;RI0SXS30SYy< 4

e) z=—2x+y+4;R—3Sx<3—4<ys<4
flz=yRi1Sx<5—4<y<+4
9) z=x3Ri—2<x<z0Sy< 4
Para cada uno de los incisos se pide lo siguiente:

+ Asigna cuatro valores a la variable 4 dentro del rango establecido y obtén las ecuaciones reducidas
correspondientes.

« Grafica en un mismo plano xz las ecuaciones anteriores e identifica el tipo de curva que son.

- Despliega las gréficas anteriores en un sistema tridimensional agregando un eje yy colocando las
curvas anteriores en su plano correspondiente.

- Grafica la ecuacion original de tres variables, limitandote al rectangulo dado.
- Usa alguin recurso computacional para que corrobores la grafica que obtuviste.
+ Repite todo lo anterior con la variable x.

2. La grafica de cada una de las siguientes ecuaciones de tres variables corresponde a una superficie de revolu-
cién. Para cada una de ellas:

- Identifica el eje del giro y los planos donde estan las circunferencias que se forman al girar.
- Obtén la ecuacion de la curva que al girar origina la superficie de revolucion.

- Haz un dibujo de la superficie graficando primero la curva que la genera y colocando algunas de las
circunferencias en sus planos correspondientes.

a X=y+z b) x=z"+y" 0 x—2=z"+y d) y+2=z"+x
e) X+y'=z"+9 f) x+z'=y"+9 9) XKty tz'= h) x+y'=z"-9
) zZ+y =x -4 ) Xty =sewz

3. Para las ecuaciones siguientes se pide que realices los pasos indicados en la guia del punto 4 de “Consideracio-
nes alrededor de la SP-6" para graficarlas. Utiliza un recurso tecnoldgico para contrastar lo que obtuviste.

a) X+4y+9zi =10 b) y=x -z Q) Xtay =z d) z=4+x+2y

e) x+y=4z+2 f) x=2z+2y—4 9) y=4z+2 h) 2x—y+zz=c¢

4. Cilindros. Una ecuacion con dos variables puede pensarse como si fuera una de tres (imaginando, por
ejemplo, un sumando con la variable faltante con coeficiente 0); esto significa que si se le dan valores a la
variable faltante, las ecuaciones reducidas coinciden con la misma ecuacion dada y, por lo tanto, las curvas
asociadas a éstas son iguales (si se dibujan en un mismo plano). Si se despliegan todas estas curvas, se obtiene




una figura llamada cilindro. Para cada una de las siguientes ecuaciones, obtén primero la gréfica en el plano
correspondiente; después obtén la gréfica en el sistema tridimensional.

a) Xty =4

b) x*+z*=9 Q) z=2x+1 d) z=y
e) z=sen (x) f) y—z=1 g) y=cos(x) h) z=¢
5. Coloca enseguida del nUmero de cada gréfica la ecuacién que le corresponde del siguiente listado:
z=sen (x) z=9-X—Yy Xty +z'=9 Z =X+ Yy
zZ=x"ty +1 z=9-Yy Xty =9 z=x"ty
z z
. —3
wﬁEE E§$ﬁ»
= e
\SSs===—=2
N— ==
NS =
\SSS===271
\\=— =
NS====277
===
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Derivadas parciales

Una idea fundamental del Calculo es que las curvas pueden visualizarse como si estuvieran
formadas por un sinfin de tramos infinitamente pequefios, que precisamente por su pequefiez
infinita son rectos. Si la curva estd representada en un sistema de coordenadas cartesianas por la
ecuacion y = f(x), la visién anterior puede concretarse por medio de la ecuacion dy = £ "(x)dx, la cual
nos indica que en un valor arbitrario de x el cambio infinitesimal en y es proporcional al cambio
infinitesimal en x, propiedad que en la dimension de lo finito identifica a los modelos lineales en
xy y. De manera totalmente andloga, las superficies pueden visualizarse como si estuvieran
formadas por un sinnimero de parches infinitamente pequefios, que debido a su pequefiez infinita
son planos. Si la superficie estd representada en un sistema de coordenadas cartesianas por la
ecuacion z = £(x, g), la visién anterior puede concretarse por medio de una ecuacion de la forma
dz = A(x, ydx + B(x, y)dy, la cual nos indica que para valores arbitrarios de x y y el cambio
infinitesimal en z es aditivamente proporcional a los cambios infinitesimales en x y en y,
propiedad que en la dimension de lo finito caracteriza a los modelos lineales en x, y y z. Las
funciones 4 (x, ) y B(x, y) juntas son el equivalente en una dimension superior a la derivada # "(x)
del célculo de funciones de una variable; a estas funciones las llamaremos derivadas parciales y
son el objeto de estudio del presente tema.

Situacion-Problema 7 (SP-7)

Supongamos que la temperatura en cada punto de una placa, donde se ha colocado un sis-
tema de coordenadas XY estd dada por la férmula: 7= 7 (x, (zj) =100 — xX* — gz, en grados
centigrados.

Introduccidn a las derivadas, diferenciales e integrales en el cédlculo de varias variables




Si se fija el valor de x, la temperatura estard solamente en funcién de y. Tiene senti-
do entonces hablar de la derivada de 7 respecto a y; esta derivada se denota asf: g—; y

se lee “la derivada parcial de 7-respecto a y (el simbolo 0 es una 4 torcida, la cual nos
indica que, aunque estemos derivando 7-respecto a y, no debemos olvidar que 7-
depende también de x)”.

1. Aplicando las reglas usuales para las derivadas de funciones de una variable, y su-
poniendo que x asume el papel de constante, obtén 3—;
2. St ahora se fija y, la temperatura estara solamente en funcion de x.
a) (Qué notacion usarias para designar la derivada de 7 respecto a x?
b) ({Coémo se leeria esta notacion?
¢) Obtén dicha derivada.

3. Si la férmula de la temperatura es ahora 7= 100 —ng —2XY =X = 53, calcula
BT ar

E%%
4. Observa que las derivadas parciales vuelven, en general, a ser funciones de dos
variables; si se quiere enfatizar esta manera de verlas se utiliza la siguiente
notacion:

o7 o7
a(x, Yy @(/V, Y-

a) Utiliza esta notacién para las expresiones que obtuviste en el punto 3.

b) Calcula (1 2) (—1 1) (0 :2)y (;2 1) para la funcién temperatura
del punto 3.

5. Enrelacidén con la temperatura, ;qué significado tienen Y3 8_7“)

6. Si volvemos a la expresion de la temperatura del inicio de esta 31tuacién—pr0blema:
T=100 —x* — y° contesta lo siguiente.

a) Calcula (1 2)

b) En rela01on con la temperatura, ;qué significado concreto tiene el nimero que
calculaste en el inciso a)?

¢) Enrelacién con la gréfica de la funcidn de temperatura, | qué significado tiene
el nimero que calculaste en el inciso a)?

7. Responde todos los incisos del punto 6, pero ahora con (1 2).

Discusion de la Situacion-Problema 7

Iniciemos esta discusion puntualizando dos diferentes contextos en los que puede
ubicarse el enunciado de esta situacién-problema.

Contexto fisico

La férmula 7= 7"(x, y) = 100 — x* — iy~ es una regla que nos dice el valor de la tem-
peratura (77) en cada punto de la placa con coordenadas (x, ). En otras palabras, esa
férmula da la distribucién de temperaturas en una placa, donde se ha colocado un sis-
tema de coordenadas cartesianas.
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Contexto matematico

La férmula 7= 7(x, y) = 100 — x* — y°, al margen de sus significados, puede pensarse
como una funcion (escalar) de dos variables: el valor de 7 estd en funcién de
los valores de x y de y. Si se asigna una valor para x y otro para y, la funcién asigna
un unico valor para 77; para indicar esta correspondencia de valores se utiliza, preci-
samente, la notacion 7(x, ((j).

También, esta férmula puede verse como una ecuacion de tres variables x, y y 7
T=100 - X" — Y.

Por supuesto que esta funcién de dos variables, o ecuacion de tres variables, tiene una
gréfica en el espacio tridimensional que proporciona una visién geométrica de la dis-
tribucion de temperaturas en la placa.

Ahora bien, ;qué sucede cuando se le da un valor fijo a una de las variables indepen-
dientes, digamos, x? La funcién de dos variables se convierte en una funcién de una
sola, en este caso, de Y- La ecuacidn de tres variables se convierte en una de dos, en
este caso, de y y de T~

La grafica de la funcién de una sola variable (g, en este caso) o de la ecuacidn reducida
de dos variables (¢4 y T) es una curva en un plano y7- Estas curvas, al ser desplegadas
en el espacio tridimensional a lo largo del eje x, generan la gréfica de la funcién de dos
variables, o la ecuacién de tres.

En el contexto fisico, esta funcion de una variable o ecuacion reducida informa sobre
la distribucion de temperaturas en lineas de la placa paralelas al eje y, precisamente
en aquellas lineas donde la coordenada x quedoé fija. La grafica de las curvas corres-
pondientes proporciona una perspectiva geométrica de la distribucion de tempe-
raturas a lo largo de esas lineas en la placa.

En el enunciado se menciona que al fijar la variable x y quedar 7-en funcién de y
solamente, tiene sentido hablar de la derivada de 7 respecto a y, y para indicar tal
derivada y enfatizar que se ha hecho una reduccién a una variable, de una funcién

correspondiente a varias, se utiliza el simbolo 3—T, y se lee asi: “la derivada parcial
Y
de 7 respecto a y”.

El concepto de derivada parcial es crucial para profundizar en el estudio de fendme-
nos donde intervienen magnitudes que dependen de varias variables, como podrds
apreciarlo a lo largo del libro. Por ahora, lo primero que queremos sefialar es que
obtener la derivada parcial de una funcién cuya férmula se conoce, es tan sencillo
como obtener las derivadas comunes y corrientes, como lo has hecho en tus cursos
previos. Vedmoslo en nuestro ejemplo:

Dada 7= 7(x, g) =100 — X" — Y, se pide obtener g—; En automatico, al ver este

simbolo se debe pensar que la funcién a derivar (7°) es como una funcién de una sola
variable (la variable y, en este caso) y, por lo tanto, la otra variable de la que de-
pende 7 originalmente (x, en este caso) debe considerarse constante. Asi, se tiene que

g—; = —24 (Nota: x es constante; esto no significa que se deba poner un valor espe-

cifico a esta variable, pero si das valores especificos a x, digamos, 0, 1, 2, etc., iden-
tificards que la derivada de lo que queda, respecto a y, corresponde con el valor que
obtuvimos).
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De manera similar, si ahora fijamos Y (es decir, si la mantenemos constante), 7~ sera

funcidn de x solamente y se puede hablar, por lo tanto, de la derivada parcial de 7 res-
y J - e

pecto a x, cuya notacion es i Con la funcién especifica de 7~ que tenemos, se

obtiene que % = —2X.
Con lo anterior hemos respondido hasta ahora los puntos 1 y 2 de la SP-7.

En el punto 3 se da la funcién 7= 100 —x*y — 2xy — x — i4* y se pide calcular las dos
derivadas parciales: g{ y g—;. Para obtener la primera, consideramos g como constan-
te y obtenemos aa_: = —2xYy — 2y — 1; para la segunda, x es ahora tomada como
constante y se obtiene Z—; =-X —2x—-2y.

Observemos que aqui usamos la regla de que la derivada de una funcién que esta mul-
tiplicada por una constante es la constante por la derivada de la funcion.

Notemos que las derivadas parciales que hemos obtenido vuelven a ser funciones de
dos variables, es decir, las derivadas parciales pueden tomar valores numéricos,
dependiendo de los valores que se les dé a x y a y; para enfatizar este hecho se

escribe'a—r(x ) = —2xy -2y —1 a—r(x )= —x" —2x—-2
'ax ’g g (tj ’a(lj ’5 y

. . . oT _ oT - _ T - _
En particular se tiene: o (1, 2) = -9, ax( 1, 1) = —1, % (0, 2) = —4,
oT _
@(:2, 1) = —10.
En relacién con el contexto fisico de la temperatura y en consideracién al punto 5 de
la SP-7, ;qué significado tienen 277 y 3—;? Veamos.

aa—:()(, Y) indica la razén a la que cambia la temperatura en cada punto (x, ) de la

placa cuando a partir del punto se avanza en las x sobre una linea paralela al eje x
(linea correspondiente al valor fijo de y).

3—2(%, Y) indica la razén a la que cambia la temperatura en cada punto (x, y) dela

placa cuando a partir del punto se avanza en las y sobre una linea paralela al eje y
(linea correspondiente al valor fijo de x).

Si regresamos a la formula de la temperatura 7= 77(x, y) = 100 — x* — 4~ se tiene
que aa—:(i, 2) = —2. Este resultado dice que la razén de cambio de la temperatura en

(1, 2), en la direccion del eje x, es —2, pero, ;/qué significa esto en el contexto de la
placay la temperatura?

Significa que si esa razén de cambio se mantuviera y nos ubicamos en el punto de la
placa con coordenadas (1, 2), al avanzar sobre la linea paralela al eje x, con ecuacién
Y =2, latemperatura irfa disminuyendo (por el signo “menos”) a una razon de 2 gra-
dos por cada unidad que se avance en x.

Graficamente, el -2 indica la pendiente de una curva en un punto. ;Qué curva y qué
punto?

Curva: la gréfica de la ecuacion reducida cuando se fija y = 2, o sea la grafica
de 7=9& — x7, o curva de corte, que se forma al intersecar la superficie con ecuacion:
7T =100 —x* — y con el plano correspondiente a y = 2.

Punto: con coordenada x = 1 en la recta con ecuacion y==

Tema 2.1

Derivadas parciales ® 85




Ve la siguiente grafica.

Pendiente = -2

T=1ODV)<:’*g2\) P

Significado geométrico de La devivada pavelnl respecto a x.

De manera similar, tenemos que gl(i, 2) = —+ indica que la razén de cambio de la
Y

temperatura en (1, 2), en la direccion del eje y-es —4; esto significa que si nos ubica-
mos en el punto de la placa con coordenadas (1, 2) y la razén de cambio se mantuvie-
ra asi, la temperatura decreceria a una razén de 4 grados por unidad que se avance en
las y siguiendo la linea recta con ecuacion x = 1. Geométricamente, el nimero —4 se
interpreta como la pendiente de la curva de interseccion (curva de corte) de la super-
ficie con ecuacion, 7= 100 — x* — i y el plano con ecuacion x =1, en el punto de la
curva correspondiente a y = 2.

Pendiente = -4

xX=20

l ‘/Tzloof)(y»ga

/-O—--
’ (L, 2)

Significado geométrico de la devivada parcial respecto a y.

X

86 ° Unidad2  Introduccién a las derivadas, diferenciales e integrales en el célculo de varias variables




Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 7

1. Interpretacion general de las derivadas parciales

En general, si z = #(x, y), las derivadas parciales son las razones de cambio de z res-
pecto ax o y. Los valores que toman las derivadas parciales se interpretan geométri-
camente como pendientes de las curvas de corte de la superficie, que es la grafica de
la funcién de dos variables, con planos paralelos al plano xz (la parcial respecto a x)
y al plano y=z (la parcial respecto a ).

2. Interpretacion de las derivadas parciales en contextos especificos

Las derivadas parciales pueden tener significados especificos concretos de acuerdo con
lo que la funcién en cuestion esté modelando; revisaremos algunos contextos fisicos
que ya hemos estudiado en la primera unidad, en ellos interpretaremos el significado
de las derivadas parciales correspondientes.

a) Cuerda vibrante.

En el Tema 3 de la Unidad 1 vimos que la funcidn z = £(x, t) = cos (t/2) sen (x)
es un buen modelo para el movimiento de una cuerda vibrante. Recordemos algu-
nos detalles relacionados con este modelo para asociar significados precisos a las
correspondientes derivadas parciales en este contexto.

La variable x representa los puntos de la cuerda; cada punto de esta tiene un mo-
vimiento estrictamente vertical, excepto los puntos correspondientes ax =0y
x =11, que son los extremos de la cuerda y quedan fijos.

La variable ¢ representa el tiempo.

La variable z representa las alturas; de hecho, z representa la altura a la que estd
el punto x de la cuerda en el tiempo t.

Si se fija un valor de x, estamos fijando un punto de la cuerda; luego, al dejar co-
rrer el tiempo, es decir, al hacer variar ¢, la funcién z = £(x, t) = cos (t/2) sen (x)
es reducida a una de solo una variable (de t) que modela el movimiento (ver-
tical) del punto x de la cuerda a lo largo del tiempo t. Asi, podemos decir que

Iz . . C
a—f 0 3—7: representa la razon con la que cambia la altura o posicién de un punto

de la cuerda respecto al tiempo. En otras palabras, esta derivada parcial significa
la velocidad a la que se mueven los puntos de la cuerda.

Observemos que 3—? = —% sen (t/2) sen (x); esto se obtiene al considerar x
como constante (y, por lo tanto, sew (), aplicando la derivada de un coseno y usan-
do la regla de la cadena. En particular, si tomamos x = g yt= g se tiene que
g—i(g g) = —% sen(m/4) sen (T/2) = —0.252
El significado concreto de este niimero es que el punto x = % de la cuerda (el de
la mitad) cuando el tiempo es t = g se desplaza a una velocidad de —0.353 uni-

dades de longitud por unidad de tiempo; es decir, va hacia abajo a un ritmo de
0.353 unidades de longitud por unidad de tiempo.

9z

Geométricamente, m

(g g) = —i sen (7/4) sen (7/2) = —0.253 indica que
la pendiente de la curva de corte de la grafica de la funcion z = #(x, ¢) con el plano

X = g, ent = g es —0.353. Esto se ilustra en la figura siguiente.
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Pendiente = -0.353

X =T/2
Pl

z = cos (t/2) sen (x)

Si fijamos el tiempo, la funcién z = £(x, ) = cos (£/2) sew (x) se convierte en una
funcién de x solamente. Esta funcién reducida es una férmula con la que se obtie-
ne la posicién de cada uno de los puntos de la cuerda, para ese tiempo fijo. Asi, la
derivada parcial de z respecto a x indica la razén con la que va cambiando la po-
sicidn (altura) cuando se avanza con las x. Si reconocemos que la grifica de la
funcién reducida (en el plano xz, habiendo dejado fijo ¢) se identifica con la forma

de la cuerda en ese tiempo fijo, 3—2 indica como van cambiando las posiciones de
X

los puntos de la cuerda a lo largo de la misma.

. P . .
Mecanicamente: 5 = cos(t/2) cos(x), lo cual se obtiene al considerar constan-

te t (y, por lo tanto, cos (£/2)).
En particular, si tomamos x = Zyt = Z se tiene que

dz
5(%' g) = cos(m/4) cos(m/2) = O-

Este resultado coincide con el hecho de que en ese momento el punto mds alto de la
cuerda es precisamente el correspondiente a x = g (de hecho, puedes averiguar
que en cualquier tiempo esta derivada parcial es 0 en x = g; y este resultado se

corresponde con el hecho de que en un tiempo dado ese punto de lo cuerda esta
siempre en la posicién mds alta o mds baja respecto a los demds). Observa la
siguiente figura.

Pendiente = 0

z = cos (t/2) sem (x)

—"’O”——
--"7 (m/2, w/2)
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b) Temperatura en una varilla de metal.

Se calienta una varilla delgada metélica, como se muestra en la siguiente figura.

I T X (emcim)

A partir de cierto momento (¢t = 0) se retira la fuente de calor.

2 . . ..
Supongamos que 7(x, t) = 50~ cos (E) modela la distribucién de tem-
peratura en cada punto x de la varilla y cada tiempo ¢, donde —1 < x <1y 0
St<2m.
Al emplear las reglas usuales para derivar podemos ver que las derivadas parcia-
les respecto a x y a t son, respectivamente:

T

_x= t . .
5 = —1o0xe X cos (;) (habiendo dejado a t como constante y, por lo tanto,

t .. . .
cos |7 | también se considera asf).

T
ot .
ae ™).

— x> t .
= —12.5¢ " sen (;) (considerando a x como constante y, por lo tanto,

En este contexto fisico, ;qué significado tienen estas derivadas parciales?
Veamos.

. . . J sz
Cuando se mantiene fijo el tiempo, pensamos entonces en a—r, la funcién de tempe-
X

raturas modela la distribucion de temperaturas a lo largo de la varilla en ese tiem-
po fijo; entonces, esta derivada parcial indica la razén con la que cambia la tem-
peratura respecto al cambio de posicién en la varilla.

En el caso de aa—: lo que queda fijo es el valor de x, o sea, un punto de la varilla, y

el tiempo transcurre; la funcidon 77(x, £) modela la distribucién de temperaturas a
lo largo del tiempo en un solo punto, con coordenada x, de la varilla. Por lo tan-
to, esta derivada parcial significa el ritmo al que van cambiando las tempera-
turas en ese punto respecto al tiempo.

Tomemos en particular x = 1/2 y t = 7; evaluemos las derivadas parciales en esta
pareja de valores y escribamos el significado especifico.

a_T(i/ 7-,) = —100 (:) g*(j) cos (E) = —27.5z0¢. Bste nimero indica que en
dx \2 2 4

el tiempo t = 7 la temperatura disminuye a una razén de 27.5306 grados por cada
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centimetro que se avance sobre los puntos de la varilla, a partir del punto x =1/2
de ella. Esta razén es inicamente valida cuando se inicia el avance.

. i)‘
aa—:(é, 77) = —12.5¢ (2 sen (%) = —&.2226. Este nimero nos dice que en el

punto x = 1/2 de la varilla la temperatura disminuye a un ritmo (instantdneo) de
6.8826 grados por segundo, en el tiempo t = 7.

En el terreno geométrico, estos nimeros corresponden a las pendientes de las cur-
vas de corte de la grafica de la funcion temperatura con los planos t =7y x =1/2,
respectivamente.

3. Segundas derivadas parciales mixtas

Ya sabemos que las derivadas parciales de una funcién de dos variables son en gene-
ral funciones de las mismas variables; tiene sentido volver a derivar parcialmente las
derivadas parciales, asi obtenemos lo que se llaman derivadas parciales de orden
superior (digamos que cuando se deriva por primera vez, tenemos las primeras
derivadas parciales, o de primer orden). Lo que queremos hacer notar en este punto
es que cuando se deriva parcialmente respecto a una variable, digamos x, y el resul-
tado se vuelve a derivar respecto a la otra variable, digamos y (obteniendo asi lo que
llamaremos segunda derivada parcial mixta); el resultado es el mismo si invirtiéra-
mos el orden de derivacion, es decir, primero derivando parcialmente respecto a y,
y el resultado derivarlo de nuevo, pero ahora respecto a x.

Escribimos % (£) para denotar que se deriva parcialmente respecto a x la funcién £

. o0
que estd a la derecha, y esto se abrevia asf: a—f Entonces, para representar que se de-
IX

riva parcialmente respecto a y a la derivada parcial de ¢ respecto a x, escribimos
5 .

%
Con esta notacién el resultado que anunciamos quedaria expresado asi:

9 : . Of
(ax @ )) y lo abreviamos de esta manera: e

°F B IF
dyox N dxdy’

Verifiquemos este resultado con las dos funciones que hemos considerado en la SP-7.

— w2 R
T=100 —x (tj

T e = 9T, 9T 0T _,
ox dydx  dy dx dy
T=100 =X Y —2XY =X = "
a_T—_QX — 22y -1 = a:/T_—QX—Q'
ox g--d dydx ’
a_T—_,(Q—:Z)(—:Zg: 827-__2)(_2
dy dxdy
“‘a Para que se cumpla la igualdad de segundas derivadas parciales

mixtas, es preciso que ambas funciones tengan la propiedad de ser

continuas en los alrededores de cada punto donde la igualdad se da.

Ser continua significa que los valores de la funcién en dos puntos
se puedan acercar tanto como se quiera con tal de que, a su vez, los puntos se
acerquen uno al otro suficientemente.
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Tarea 5

L‘lll'A‘ I" ENA & '8

ﬁ

1. Las siguientes son funciones de temperatura (en °c) en una placa:

a)

b)

q)

T=Tk y)l=c—2x—zy
T=Tk y =eln(9+x + )

7—=7_(X )=é—)<
/fj X2<1j4+1

Y (eme cvn)

Placa

x (en o)

Para cada una de ellas obtén:

i

iii

iv)

)
ii)
)

La razon a la que cambia la temperatura en la direccion del eje x en un punto (x, y) arbitrario.
La razon a la que cambia la temperatura en la direccion del eje x en el punto (z, 2).
La razon a la que cambia la temperatura en la direccion del eje ¢ en un punto (x, y) arbitrario.

La razon a la que cambia la temperatura en la direccion del eje ¢ en el punto (, 2).

2. Considera a la superficie con ecuacion: z = £(x, Y) =100

a)
b)

)

Dibuja la porcion de superficie correspondiente a la region x>0, y 2 0.

Obtén la pendiente de la curva de corte de la superficie con el plano y = = en el punto de la curva
donde x=1.

Obtén la pendiente de la curva de corte de la superficie con el plano x = 1 en el punto de la curva
donde y ==.

3. Una cuerda se fija a los extremos (0, 0) y (7, 0) del plano xz; se estira y luego se suelta de tal forma que cada
punto de la cuerda tiene un movimiento estrictamente vertical, la altura z en el tiempo t del punto de la cuer-
da con abscisa x esta dada por la ecuacion z = £(x, t) = cos (t/2) sen (x); 0 Sx ST, 0 St < ™,

a)

b)

)

Si fijamos el tiempo en el valor t = m/2, ;qué interpretacion tiene la ecuacién resultante z = £(x, 7/2)?
Grafica esta ecuacion en el plano xz.

Calcula %(37’/‘*' 7/2) . {§Qué interpretacion tiene esta derivada en el contexto del movimiento de la
cuerda?

Si fijamos la posicion de un punto de la cuerda en el valor x = 27/4, ;qué interpretacion tiene la ecuacion
resultante z = £(=m/4, t)? Grafica esta ecuacion en el plano tz.

Calcula ‘;—’: (zm/4, w/2). ;Qué interpretacién tiene esta derivada en el contexto del movimiento de la

cuerda?



4. Se calienta una varilla delgada metdlica como se muestra en la siguiente figura.

I I X (em em)

A partir de cierto momento se retira la fuente de calor.

Supongamos que 7( x, t) = 503—/!2003 (%J modela la distribucion de temperatura en cada punto x de la

varillay cada tiempo t, donde —1 <x<1yo<t<om.

a) ;A qué razén cambia la temperatura 7 respecto a la posicion x en el punto de la varilla, donde x =0
yt=07?

b) {A qué razén cambia la temperatura 7 respecto al tiempo ¢ en el tiempo t = 77, en el punto de la varilla
donde x=0?

. Para cada una de las siguientes funciones en donde z depende de x y y, obtén las derivadas parciales 3—2 y g—z,

X oY

luego deriva respectoa y a g—z, y también respecto a x a g—z. Comprueba que en ambos casos se llega al mismo
s Y

resultado.

. La superficie de una montana estd modelada por la ecuacién z = £(x, g) =120 -3 =2y en donde z repre-
senta la altura de la montana, la parte positiva del eje x apunta hacia el sur, la parte positiva del eje i apunta
hacia el este, y el eje z es perpendicular a la Tierra; x, yyz estan medidas en metros.
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Superficie de la montaina
con ecuacion

it f . o
Z=120- 26 - 24 Posicion delv montainista

Este

[® 2 T
&

8

Un montanista se encuentra en el punto (1, 2, 99) de la superficie montafiosa.
a) Si el montanista se dirigiera hacia el Sur, jestaria ascendiendo o descendiendo?
b) Si el montanista se dirigiera hacia el Este, jestaria ascendiendo o descendiendo?

. La nocion de derivada parcial se puede extender para considerar a funciones de tres o mas variables, por
ejemplo, en cierta region del espacio tridimensional, la funcién 7-(x, Yz t) puede representar la temperatura
del punto (x, Y z) del espacio en el tiempo t.

La derivada parcial de 7 respecto a cualquiera de las variables x, y4, z o t se obtiene considerando al resto de
las variables (fijas, o constantes). Si 7-(x, Yz t)= 48(5;% +3xy + @5223), calcula:

a — (@ 2, 2, 10)

b) 3—7—(1, 2, 3, 10)

¢ —(1, 2, 2, 10)

d) —(1, 2, 3, 10)

Interpreta el significado fisico de cada una de las cuatro derivadas parciales anteriores.

. Un fluido atraviesa al plano x4 de acuerdo con la ecuacion de velocidad
V=(2x° +3xg+552) k.

a) Calcula la rapidez con la que el fluido atraviesa al plano xy en el punto (1, 1) de este plano.
b) Sia partir del punto (1, 1) nos movemos en la direccion del eje x, ;la rapidez del fluido crece o decrece?

¢) Sia partir del punto (1, 1) nos movemos en la direccion del eje Y ¢la rapidez del fluido crece o decrece?

d) A partir del punto (1, 1), ;cual de las dos direcciones hay que tomar, la del eje x o la del eje Y para obtener
mayor incremento en la rapidez del fluido?




e

M
M

Modelo lineal

El trabajo (o la circulacion) es una de las dos nociones motoras cuyo estudio provoca en este
libro la emergencia de conceptos, procesos y resultados del Célculo (la otra nocién motora es el
flujo). El trabajo puede ser considerado como una medida de la accién potencial de una fuerza, que
toma en cuenta la longitud de una trayectoria a lo largo del cual es aplicada, asi como su magnitud
en la direccion de esa trayectoria. El problema de realizar el cédlculo de un trabajo nos conduce al
establecimiento de la integral de linea, y el trabajo es también una nocién indispensable al enunciar
laley de Ampere de la electricidad y el magnetismo. En este tema utilizaremos el concepto de trabajo
como un medio para inducir a las funciones lineales de dos variables, lo cual resulta al considerar
el trabajo que realiza un campo de fuerzas constante de un punto fijo a un punto arbitrario. Asi,
al mismo tiempo que hacemos surgir los modelos lineales (los mds importantes en el estudio del
Célculo) nos vamos familiarizando con una de las nociones mds importantes de la Fisica.

Situacion-Problema 8 (SP-8)

1. Calcula el trabajo desarrollado por el campo de fuerzas # dado, siguiendo la trayecto-
ria que va de ©(0, 0) a A(2, 0) en el eje x.
a);E':BZ b)fz':4j C)ﬁ:32+4\7

2. Calcula el trabajo desarrollado por cada una de las fuerzas anteriores, pero siguiendo
ahora la trayectoria que va de ©(0, 0) a A (x, 0) en el eje x.

e A (X, 0)
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3. Calcula el trabajo desarrollado por el campo de fuerzas dado a lo largo de la tra-
yectoria que va de 4 (2, ©) a B(2, 5) en la recta x = 2.

a) F ==L by F =4j ) F=3i+4]
Y
B (2 5)
°
/}(:2
& X
ol A (2,0)

4. Calcula el trabajo desarrollado por el campo de fuerzas dado a lo largo de la tra-
yectoria que va de 4 (2, 0) a B(2, g) en larecta x = 2.

a) F == b)f:'=4] c)ﬁ=32+4]

5. Calcula el trabajo desarrollado de o(0, 0) a B(x, Y) por el campo de fuerzas
F = ={ + 4 j . Observa que el trabajo obtenido depende de x y Y- es decir, W=

dx, y).
6. a) Calcula el trabajo desarrollado por el campo de fuerzas # = ={ + 4 j parair
del punto 4 (1, 2) al punto B(2, 4), siguiendo la recta que los conecta.

b) Compara el resultado del inciso anterior con la diferencia ¢(®) — ¢(4), donde
¢(x, y) es la funcion obtenida en el punto 5.

Discusion de la Situacion-Problema 8

Es conveniente sefialar que el concepto de trabajo involucra una fuerza (en reali-
dad, un campo de fuerzas) y un desplazamiento; se dice entonces, por ejemplo,
que se realiza un trabajo cuando una particula se desplaza en un espacio donde
actia o se manifiesta una fuerza. A su vez, el desplazamiento involucra una trayecto-
ria o curva (sobre la que se desplaza la particula, por ejemplo) y una direcciéon del
desplazamiento.

Es importante resaltar la particularidad del tipo de fuerzas y desplazamientos que
estdn presentes en esta situacion-problema: fuerza constante y desplazamiento rec-
tilineo. En el tercer tema de esta unidad construiremos una férmula para calcular el
trabajo en una situacion general; utilizaremos para ello la estrategia de la toma del
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elemento diferencial, en la cual se utilizara el procedimiento que desarrollemos aqui
para este caso particular.

En el inciso a) del primer problema, # = =L y el desplazamiento (el mismo para los
tres incisos) es sobre el eje x, de 0 a 2 (es decir, en direccion del eje x positivo), se tiene,
como ya habrds notado, que el trabajo es W = & (unidades de trabajo). Probablemen-
te, para llegar a este resultado utilizaste la férmula: Trabajo = fuerza X distancia; en
este caso, vale la pena aclarar que seria mds preciso decir “magnitud de la fuerza x
distancia”, ademads de que esta formula es cierta solo en el caso en que la fuerza tenga
la misma direccion que el desplazamiento y su magnitud sea constante, lo cual en este
inciso es cierto. Esta formula puede escribirse simbdlicamente asi:

w = |7
donde |;E ‘ es la magnitud de la fuerza £ y » es la magnitud del desplazamiento.
@\.& Si la fuerza se mide en newtons, y el desplazamiento, en metros, el
trabajo se mide en joules. Usaremos la letra (v (de la palabra work,

“trabajo” en inglés) para designar al trabajo y reservaremos la le-
tra 7 (de trabajo) para el vector tangente unitario.

Observa ahora cémo en el inciso b) ya no se tienen las condiciones donde opera la
formula anterior, ya que # = 4 j va en la direccion del eje Y positivo, mientras que
el desplazamiento se da siguiendo la direccién del eje x positivo.

En esta situaciéon podemos aplicar la siguiente férmula:
w = |;E'|1> cos a,

donde « es el dngulo entre el vector fuerza y la direccién del desplazamiento. En el
caso concreto que estamos analizando, observa que este angulo es de 90° y, por lo
tanto, cos @ = 0, de ahi que

Ww=0o.

Observa que en el caso en que el dngulo sea 0, es decir, que la fuerza va en la misma
direccién que el desplazamiento, la férmula v = |iE | Dcos a,sereduce a W = |f3 | D;
en este sentido, se dice que esta ultima férmula es un caso particular de la anterior.

Para resolver el inciso ¢), donde # = =£ + 4 j y el desplazamiento es el mismo, uti-

lizando la versiébn mdas general, se tiene que |f=| =\JE +#) =5 p=2y
cos a = -, como se puede apreciar en el siguiente dibujo.
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Se tiene entonces que W = (5)(:2)(%;): 6.

Como habras notado, este resultado coincide con lo que se encontré en el inciso a).
Alrededor de este hecho podemos hacer las siguientes observaciones:

* Lafuerza F = = + 4 j puede verse como la suma de las dos fuerzas £, = =¢
y F, = 4. Se sabe que el trabajo que se realiza considerando la fuerza F es
igual a la suma de los trabajos realizados considerando por separado 7, y ..

Esto concuerda con lo que obtuvimos en c), en donde el trabajo es igual a la
suma de los resultados en a) y en b).

* De hecho, el resultado en c) es el mismo que el de a). Esto también puede leer-
se asi: “La fuerza que produce el trabajo neto es 7., ya que fuerzas, como 7.,
que van perpendiculares al desplazamiento, no producen trabajo”. En otras

palabras, la componente de la fuerza que contribuye al trabajo es la que va en la
direccion del desplazamiento.

Trabajo y producto punto o escalar de vectores

La férmula w = |f?| D cos a puede reescribirse en término del producto punto,
o escalar, entre vectores; esta forma de visualizar el trabajo resultard muy préctica y
conveniente en muchas situaciones, como lo verds a lo largo del libro.

En general, si & = uIZ + “zj yv = le + 1/2], el producto punto es & * V =
w, v, + w v_ (multiplicar componente a componente y sumar).

Lo interesante, y que se puede comprobar (ver Problema 10 de la Tarea 6), es que
u-+v = |51||\7|cos a.

Volvamos a la férmula del trabajo v = |ﬁ| D cos «; si construimos el vector despla-
zamiento B cuya magnitud es la magnitud del desplazamiento (») y su direccién es
la direccién del desplazamiento, tenemos que (v = £ - pB. Esto puede resultar muy

practico para el cdlculo del trabajo cuando se tiene la fuerza y el desplazamiento
escritos en términos de las componentes.

Volvamos a calcular el trabajo para los incisos anteriores con esta nueva forma de
verlo.

Observemos que para todos estos incisos el vector desplazamiento es b = 2¢.

a)F=z = w=F -B=@El+0)): (2i+0))=(2)2)+()0)=¢c
by F=4] = w=F -B=(0i+t4)) (2i+0))=(0)(2)+ (#)(0)=0

c)

il
Il

sitajow=F B=(si+4)) @i+o)) = (2)2)+#)0)=¢
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Veamos ahora el problema 2 de la SP-8.

Se pide calcular el trabajo correspondiente a cada una de las fuerzas: a) F = =i, b)
F =4jyc)F = =i + 4, pero ahora el desplazamiento es siguiendo la trayecto-
ria que va de ©(0, 0) a A (x, 0) sobre el eje x.

El vector desplazamiento es, en este caso, B = x¢; entonces utilizando el producto
punto, en términos de sus componentes, para calcular el trabajo, tenemos:

=zl > w=F B=(l+0)) (xi+0)) = (2)x)+ (0)(0) = 2x

!

a)
b) F=4j > w=F B=(@i+4)) (xi+0j)=(0)x)+(+)(0)=0
) F=zi+4) - W=F-B=(i+4)) (xi+0))=
©)x) + (4)(0) = =x
En el problema 3 las fuerzas que aparecen en los incisos son las mismas que en los

problemas anteriores: a) F = 2, b) F = 4 J yo)F = 2 + 4 J» pero ahora el des-
plazamiento es sobre la trayectoria que va de 4 (2, ©) a B(2, 5) en la raecta x = 2.

Observa que en este caso B = 5 j.

Y
B (2 5)
/3:5]
ol A (2,0) x
Tenemos:
) F=zl > w=F-B=Ei+o))  ©0i+5))=()(©0)+©)(5)=0
by F=4j= w=F -B=0i+4)) (i+5))=()(©)+(#)(5) =20

) F=zi+4] = W=F-B=(+4))0i+5)) =
(2) (0) + () (5) = 20

En el problema 4 sélo cambia el desplazamiento: sobre la trayectoria que va de
A((2,0)aB(2, 3) por la recta x = 2; en este caso, B = gj; tenemos:
a) F=zl = w=F-B=(i+0)) (i+y)) = (=)0)+ )y =0
by F
o) F=zl+4] = w=F-B=G+4)) ©i+y)) =

(2)(0) + (4)(y) = 4y

F=aj = w=F-B=(0l+4)) Oi+y)) = (0)0)+(4)(y =4y

Observa que en el problema 5 la fuerza es £ = =i + 4] y del desplazamiento sélo
se dice que empieza en el origen ©(0, 0) y termina en el punto B(x, y). Vamos a
elegir, arbitrariamente, dos trayectorias que conecten estos dos puntos, y calcu-
laremos el trabajo correspondiente; notaremos, en principio, que el trabajo es el
mismo.

Introduccidn a las derivadas, diferenciales e integrales en el cédlculo de varias variables




Trayectoria 1: Ir sobre el eje x desde ©(0, 0) al punto A4 (x, ©); de aqui, ir sobre una
linea vertical al punto B(x, g).

B (x Yy

Para calcular el trabajo, podemos usar el hecho de que el trabajo a lo largo de todo el
trayecto es la suma de los trabajos correspondientes a cada tramo de éste. Si represen-
tamos por v, al trabajo a lo largo del primer tramo de la trayectoria, y por \_, al del
segundo, se tiene que

F=zi+4/B=xi - W =F B=Gi+4)) (xi+to0)) =

4

(2)(x) + (4)(0) = =2x

F=zi+a4/;B=yj —> W, =F:-B=(Ei+4)):ity)) =

2

@)+ () (y =4y
Por lo tanto, si v/ representa el trabajo a lo largo de toda esta trayectoria, tenemos que
Ww=z2x++4 Y-

Trayectoria 2: Ir desde ©o(0, 0) al punto B(x, g) directamente a través de la recta que
los conecta. Observa que el vector desplazamiento es en este caso B = xi + Y n

B (Y

Tenemos entonces que el trabajo siguiendo esta trayectoria es
W=FfF B=(z+ 4j) . (xf+gj’) = (2)() + () (Y
por lo tanto, W=3x+ 4.

Si consideramos la funcién de dos variables ¢(x, y) = =2x + 4y, podemos decir que
W =@ (x, y), por lo menos para estas dos trayectorias.

En el inciso a) del problema 6 se nos pide calcular el trabajo que se hace consideran-
do la fuerza # = ={ + 4 j y el desplazamiento que empieza en el punto 4 (1, 2) y

termina en B(2, 4) siguiendo la recta que los conecta. En este caso B = £ + 2 j.
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Se tiene entonces que v/ = £ + B = (zi+ 4 ) + (( +2)) = (2)(1) + (4)(2) =
Ww = 11.

Finalmente, para el inciso b), tomemos ¢ (x, g) =zx+4yy calculemos @(B) — ¢(4):
P(B)— @A) =02, 4) —p(1,2)=[2(2) +4H)] - [2() +4(2)] =22 -11 =11.
Como vemos, este resultado coincide con el valor obtenido para el trabajo en el
inciso anterior.

Podemos adelantar que bajo ciertas condiciones, que estudiaremos en detalle, calcular
el trabajo para ir de un punto inicial a uno final, independientemente de la trayectoria
que se siga, es evaluar determinada funcién en el punto final y restar la evaluacién en
el inicial.

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 8

1. Trabajo de un campo constante

El primer resultado por discutir aqui es que cuando el campo de fuerzas es constante, el
trabajo que se realiza para ir de un punto a otro es independiente de la trayectoria
elegida.

Un campo de fuerzas constante tiene la forma 7 = ai + bj’, donde 4 y b son constan-
tes. Tomemos los puntos 4 (x,, y,) y B(x_, y.). Calcularemos primero el trabajo para
ir de 4 a B siguiendo la linea recta que los conecta. Después, deduciremos el trabajo
siguiendo una curva arbitraria que conecte los puntos; notaremos que ambos célculos
coinciden.

¢ En linea recta.

Se tiene que B = (x, — xl)z + (32 - 51)j y, por lo tanto:
W =F-D= (m7+ bj) (()C2 —Xi)z+ (Y. —gl)]),osea,

w=al —x)+bly. - y,). 2.1)
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¢ Tomando una curva arbitraria C.

Un detalle muy importante por destacar es que un desplazamiento sobre una
trayectoria curva envuelve un movimiento que no necesariamente es rectilineo;
como consecuencia, no podemos utilizar directamente la férmula del trabajo
que hemos venido usando hasta ahora. Sin embargo, la estrategia de la toma
del elemento diferencial nos permite encontrar una alternativa para el célculo del
trabajo.

Una curva puede considerarse formada por una infinidad de pedacitos rectos. Si to-
mamos uno de ellos y calculamos el trabajo a lo largo de €l (la fuerza es constante
ahi y el desplazamiento es en linea recta) con la férmula que tenemos, conseguimos
un diferencial de trabajo; sumando esos diferenciales o integrando, se tendra el tra-
bajo total que se pide. Considera el siguiente dibujo.

Tomemos un tramo infinitesimal de curva, que consideramos recto, sea dL el
vector desplazamiento correspondiente a ese tramo. De la figura, se tiene que

Al = dxi + a’yj’. El diferencial de trabajo es dw = F - dl = (az + bj) .
(d)(f + dgj) = adx + bd(lj , O sea:

Adw = adx + bdy.
Si sumamos los diferenciales de trabajo de todos los tramos infinitesimales de la
curva, se tendrd el trabajo total a lo largo de toda la trayectoria ¢. Esto se es-
cribe Ld W = w,y el término de la izquierda se lee “integral de d\v a lo largo

de la curva c”.

Tenemos entonces que
w= [ dw =] adx+vdy=af dc+bf dy. 2.2)

Ahora, si observamos que la suma de los dx de todos los tramos infinitesimales
en que dividimos la curva corresponde al desplazamiento total en el eje x que
se tiene cuando se hace el recorrido a lo largo de ¢, empezando en 4 (x,, y,)
y terminando en B(x_, 52), este desplazamiento total es x. — x . De modo similar,
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sumando los dy a lo largo de la curva ¢ empezando en.4(x,, y,) y terminando en
B(x_, y.), tenemos que el desplazamiento total es y_ — y,.

Es decir, J.cp/)c = J.:zd,v =x, — X, Y J.cdg = _[52013 =Y, — Y.

X, vax X,

Si sustituimos los valores de estas integrales en (2.2), tenemos que W = a(x, — x ) +
b(((jg - 31), lo cual es lo que tenfamos en (2.1).

Tenemos entonces que para una fuerza constante el trabajo para ir de un punto a
otro es independiente de la trayectoria que se siga.

2. Trabajo como funcion de dos variables

Apoyandonos en el resultado de la consideracién (1) y tomando un punto fijo, di-
gamos A4 (x , y,), el trabajo que se realiza para ir de 4 a un punto arbitrario P (x, y)
bajo la fuerza constante # = af + bj no depende de la trayectoria que los conecta

sino de las coordenadas (x, ) del punto . Es decir, el tfrabajo es una funcion de dos
variables. En esta consideracidén veremos cudl es la expresion para esta funcion, y
en la siguiente estudiaremos algunas de sus caracteristicas.

Si denotamos por ¢(x, g) el trabajo para ir de 4 (x , 55) aP(x, 3), se tiene:
olx, Y = (m7+ bj) . (()c - )(O)Z+ (y - 30)]), o0 sea,
o(x, g) =alx—x,)+ b(g - 50). Desarrollando los productos se tiene:
o(x, (tj) =ax+b Y +e, donde ¢ =—ax, — b(% €s una constante.

Notemos que, aunque esta funcion da el trabajo de 4 (x , y,) a P (x, y), el trabajo para
ir de un punto 2 (x , !j) a otro punto 2 _(x_, éj:) se puede obtener con la diferencia
de valores de esta funcion en el punto final (P_(x_, y.)) menos en el punto inicial

(P (x,, y,)), es decir:
w=¢l, y.) — ¢, y,). Ve el problema 3 de la Tarea 6.

3. Funciones lineales

Al margen de contextos, una funcién del estilo z = #(x, (lj) =ax+ bg + ¢, donde a4,
by ¢ son constantes (que surge al considerar el trabajo de un campo constante), se
llama funcioén lineal (de dos variables). En este punto detallaremos algunas carac-
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teristicas de estas funciones y sefialaremos algunas relaciones que guardan con las
funciones lineales de una sola variable.

a)

b)

q.

Derivadas parciales de las funciones lineales son funciones constantes. En efecto,

De hecho, esta propiedad caracteriza a las funciones lineales, es decir, s6lo las
funciones lineales cumplen que ambas derivadas parciales sean constantes.
of

Veamos un ejemplo: se tiene que .
IX

of
= QYE = 2.
Ahora planteemos la siguiente cuestion: ;qué funcién #de dos variables cum-
A _ % o9
ple que vl ang = 39

Es claro que la funcién z = £(x, y) = 2x + =y cumple lo planteado, pero no es la
tinica; por ejemplo, z = £(x, y) = 2x + 2y + & también lo satisface. Digamos que
la expresion de la funcién que cumpla lo que se pide debe necesariamente conte-
ner el término 2x + =y y ningln otro término que contenga a las variables, pero
puede tener agregada cualquier constante ya que la derivada parcial de una cons-

. o . . ?
tante es 0. Es decir, hay toda una familia de funciones que satisfacen a—f =2y
F . . . _

Pl =. Esta familia se escribe asi: z = #(x, 5) =2x+zy+c

La constante puede determinarse estableciendo un valor que se quiera deba tener
la funcién en un punto especifico. Por ejemplo, si se pide que #(0, 0) = <, se llega
ala funcion z = £(x, y) = 2x + 2y + &, que es “igual a z = f(x, y) = 2x + 2y,
salvo la constante.

En el caso de funciones de una sola variable, las funciones lineales se caracterizan
por ser aquellas cuya derivada es una constante. Las funciones cuya derivada es
una constante, digamos 4, forman la familia y = #(x) = ax + ¢, donde el valor de
¢ puede especificarse si se pide que la funcién tome un valor especifico en un
punto determinado.

Grdfica de una funcion lineal de dos variables es un plano. Se puede decir en
general que para z = ax + by + ¢, fijar valores de x produce una familia de rectas
con pendiente b en el plano yz; estas rectas pueden desplegarse en el espacio a lo
largo del eje x como se indic6 en el Tema 4 de la Unidad 1. De modo similar, si
los valores fijados son de y, entonces se tienen rectas con pendiente 4 en el plano
xz, que pueden desplegarse en el espacio a lo largo del eje y. La tinica forma po-
sible de que las lineas de corte que se despliegan tanto a lo largo del eje x como a
lo largo del eje y sean rectas es que la superficie correspondiente sea un plano.

Digamos que los planos son la “extensién” de las rectas al espacio tridimensional.
Las rectas son las graficas de funciones lineales de una variable; los planos son las
gréficas de las funciones lineales de dos variables.

Plano tangente a una superficie

Asi como una curva puede visualizarse formada por una infinidad de tramos rectos
infinitamente pequefios, una superficie puede pensarse formada por una infinidad de
pedacitos planos infinitamente pequefios. La recta tangente a la curva en un punto es
la recta que coincide con la curva en un tramo infinitamente pequefio que contiene a
dicho punto. El plano tangente a la superficie en un punto de ella es el plano que co-
incide con la superficie en un pedacito infinitamente pequefio que contiene a dicho
punto. Ahora construiremos la ecuacién del plano tangente a la grafica de una funcién
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de dos variables auxilidndonos con la manera en que se construye la ecuacion de la
recta tangente a la grafica de una funcién de una variable en un punto.

Sea y = #(x) una funcién, x_un valor en el eje x y Y.= #(x ). Tomemos un tramo recto
infinitamente pequefio de la curva que contenga al punto (x , y,), 1a recta que contie-
ne ese tramo infinitamente pequeflo es la recta tangente a la curva en el punto, y su
pendiente es necesariamente la derivada de la funcion en x , es decir, f’(}(c).

Yy-Fx) =f x)x-x)

Y. =fw) f---mmmmmm o

dy = £ )dx

La ecuacién de la recta tangente puede construirse de dos formas distintas, que serd
conveniente conocer.

* Si consideramos la recta tangente como la grifica de una funcién, entonces esta
funcidn es necesariamente lineal y su derivada es constante. Como ya se sabe que
en un punto la derivada es f’(xo), la funcién debe cumplir la ecuacién (dife-
rencial) 3’ =£"(x), entonces la funcién debe ser y=r "(x )x + ¢, donde ¢ puede
ajustarse por la condicién de que la recta debe pasar por (x,, y,). Se tiene en-
tonces que C =y, — #'(x ) x_; por lo que la ecuacién de la recta tangente es

Y=r'c)x+y —f x)x. (23)

* Si simplemente tomamos la forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta,
y-y,=m (x —x,) en nuestro caso, entonces m = ¢ ’(xo) y, por lo tanto, la ecuacién
de la recta tangente es

Y-yY.=fx) x—x). (2.4)

Puedes manipular algebraicamente cualquiera de las dos expresiones, (2.3) y (2.4),
para llegar a la otra (te invitamos a hacerlo).

De manera similar podemos proceder para obtener la ecuacion del plano tangente
a una superficie. Sea z = #(x, y) una funcién de dos variables, tomemos un punto
(x, = x,) del plano xy y supongamos que z_ = £(x_, y,); es decir, el punto con coor-
denadas (x , y,, z ) estd en la superficie correspondiente a la grafica de la funcion.
Tomemos un pedacito plano infinitamente pequeiio de la superficie alrededor del
punto (x, y,, z,); como el plano tangente a la superficie en ese punto es el que
contiene a este pedacito infinitesimal de la superficie, este plano debe contener las
rectas tangentes a las curvas de corte de la superficie con los planos x=x y y =y, en
el punto (x,, y,, z,). De hecho, estas rectas tangentes son las curvas de corte del plano
tangente con esos dos mismos planos.

X=X VY==Y.
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La pequena porcion cundriculada (infinitestmal) es comin a La superficie
Y a su plano tangente.

Como las pendientes de las rectas tangentes a las curvas de corte son las derivadas parcia-

les de la funcion evaluadas en el punto del plano (x , y,), digamos 2 = a—f (xc, Y)y

b = —f( X, Y,)»entonces la ecuacioén del plano tangente puede obtenerse de las

si gu1entes dos maneras:

a)

b)

La ecuacion debe ser z = ax + by + ¢ para alguna constante C, con la finalidad
de que sus derivadas parciales (que deben ser constantes) coincidan con las
pendientes de dos de sus rectas (las de corte). El valor de ¢ se ajusta para que
el plano pase por (x, y,, z,), es decir, para que se cumplaz =ax +by, +C;
deaquiquec =z —ax - b Yy, Por lo tanto, la ecuacion del plano tangente es
z=ax+by+z —ax, —bg
0 )
a = é(xo’ (ljo) Yb = é(xo’ (ljo)

Manipulando algebraicamente la ecuacion anterior podemos establecer la ecuacion
del plano tangente directamente como

0
z-z =ax-x)+by-y) (= %(xo, Y.)

7{‘

y (==—A(x,y,))
oy Y

Esta forma se corresponde con la de punto-pendiente de la recta tangente.

Ejemplo. Consideremos la funcién z = f(x, y) = 9 — x* — y". Construiremos la
ecuacion del plano tangente a la grifica de la funcién correspondiente a cada uno
de los puntos del plano xy indicados. Para cada punto, haremos un dibujo de la
superficie con su plano tangente.

Punto A (7, 2)

En este caso se tiene que x, =1, y =2y evaluando en la funcion z, = f(x , y,) =
£(1, 2) = 4; las derivadas parciales de la funcién son:

Z—i(}c, Y = -2x 3—2(/& Y = -2y
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y evaluadas en el punto 4 (1, 2) se tiene:

a—f(i, 2)=-2 vy a—f(i, 2) = —4.
0x dy

Entonces la ecuacion del plano tangente debe ser de la formaz =-2x—4y+¢
(considerando la primera forma de calcular la ecuacién del plano).

El valor de la constante C se obtiene considerando que z, =4 cuandox =1y y, =2;
es decir, 4 =—2(1) — 4(2) + ¢y, por lo tanto, ¢ = 14. Finalmente, la ecuacién del
plano tangente es z = —2x — 4y + 14.

Si empleamos la segunda forma para calcular la ecuacién del plano tangente,
tenemos z — 4 = —2(x — 1) — 4(y — 2).

Por supuesto, de ésta se puede llegar a la primera realizando los productos y sim-
plificando. Enseguida mostramos la grafica de la funcién y el plano tangente.

Plano tangente a la superficle z = 9 — X7 — 4 enel punto (1, 2, 4) de Lo superficie.

Punto B(0, 2)
En este caso tenemos que: x, =0, y, =2,z =fx, y,)=F(0,2)=5;

d - I _ oy
ax(x, Y) = —2x ag(x, Y =2y

aza—f(o,:z):o b:a—f(o,:z):—4.
0x Iy

Por lo tanto, la ecuacién del plano tangente es
z-5=0x-0)—4(Yy-2)>z-5=-4(y-2).

O bien, z = -4y +1iz=.

Presentamos el dibujo de la superficie y el plano tangente.
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5) de la superficte.

=9-xX - (zj? en el punto (0, 2,

Plano tangente a la superficie z

Punto ¢(o, 0)

f(O, O) :ﬁ;

En este caso tenemos que: x, =0, Y,=0.z,= Flx,, 30)

5
Q I
[ ©
~ Q
g ~

. f_ »

X |
f_3 I
[g=NEge] BN
X Q
Q Il
I Q
® fw

L
S| X I
a_.\d S

Por lo atanto, la ecuacién del plano tangente es

0(x—0)+0(y—0),0bien,z=9.

z-9=

A continuacién mostramos la grafica de la superficie y este plano.

9) de La superficie.

=9-x- gz en el punto (0, 0,

Plano tangente a la superficie z

Modelo lineal ® 107

Tema 2.2




108 °© Unidad 2

Conviene notar que en un punto de una superficie con ecuacién z = #(x, y) en
donde el valor de z alcance un valor maximo relativo, es decir, el valor mayor con-
siderando los puntos alrededor, como lo es en este caso, las derivadas parciales de
la funcién se anulan; lo mismo sucede cuando en un punto el valor de z alcanza
un valor minimo relativo.

5. Diferencial (o diferencial total) de una funcién de dos variables

En este punto revisaremos primero algunas férmulas, entre ellas la del diferencial
para funciones de una variable; la idea es que a través de una analogia arribemos a la
férmula del diferencial para funciones de dos variables.

Siy= #(x) es una funcidn, la diferencia £(x ) — #(x ) corresponde al cambio o in-
cremento del valor de la funcion cuando la x pasa de x_ a x, y se denota por Ay, es
decir, Ay = #(x,) — £(x).

Para el caso de una funcién lineal, digamos que ¢ = £(x) = mx + b, se tiene que Ay = Ax

simplemente por lo que se entiende de la pendiente (i—f = m). Esto dice que para el

caso lineal, la diferencia (incremento o cambio) en los valores de la funcioén es el pro-
ducto de la pendiente por la diferencia de valores en x.

X x + Ax

Cuando la funcién Y= #(x) no es lineal, el incremento de la funcién cuando cambiamos
de x a x + Ax puede aproximarse de la siguiente forma: Ay = £ ’(x) Ax (precisamente
pensando que la recta tangente se “parece” a la grafica de la funcién en las cercanias
del punto en cuestion).
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Si consideramos incrementos infinitesimales, los diferenciales, la recta tangente coincide
con la grafica de la funcién en un tramo infinitesimal. Llevando lo que conocemos
de lo lineal a lo infinitamente pequefio, se tiene entonces que el diferencial de la fun-
cién o Y= F(x +dx) — £ (x) (la diferencia de valores de la funcién entre un valor de x
y uno infinitamente préximo a €él, x + dx) es d Y= F'(x)dx, y asociado a esto tenemos
el llamado triangulo caracteristico.

Pasemos al caso de funciones de dos variables y tomemos el caso de una funcién
lineal, para empezar.

Una funcién lineal de dos variables tiene una expresion del estilo
z=Ffl Yy =ax+by+e.

Siz_ yz, sonlos valores de la funcion en los puntos 7 (x , y,) y P,(x,, y,) del plano
XY, respectivamente, se tiene que z_ = #(x , (%) =ax +b Yy, te.yz = Flx, (tjl) =ax,
+b Y, te restando la primera de la segunda, se tiene: z —z = £(x,, !jl) - flx,, 30)
=alx, —x)+ b((zjj — !jo); esto dice que la diferencia de valores de la funcién o incre-
mento en z es la suma de los incrementos de las correspondientes funciones lineales
reducidas (de una variable) cuando la x pasa de x ax, ylaypasade y ay..

En términos de incrementos: Az = aAx + bAy. En el siguiente dibujo se puede apreciar
una construccién geométrica de esta formula.

Az = alx + bAy

x+ Ay + Ay
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Los incrementos estan sefialados con las flechas punteadas.

Cuando la funcién z = #(x, g) no es lineal, la diferencia o incremento de la funcién
cuando se pasa del punto P (x , y ) al P (x,, y,) puede aproximarse a través de la

expresion: Az = alAx + bAg, dondea = Z—i (x,, Y JYyb = g-;(xc, 30) (precisamente

pensando que el plano tangente “se parece” a la grafica de la funcién en las cercanias
del punto en cuestion).

z=Ffx Yy

g Az

: of of

i - , A —(x,, A

: a)( (Xo gi) X + ag (XO g”) g
e :

Y
of of
Az = — , A —(x,, A
Z a)( (Xo 55) X + ag (XO g”) g

Si consideramos incrementos infinitesimales, los diferenciales, entonces el plano tan-
gente coincide con la grafica de la funcion en un drea infinitamente pequefia. Llevando
lo que conocemos de lo lineal para funciones de dos variables, a lo infinitamente
pequeiia, se tiene entonces la férmula (del siguiente pérrafo) para la diferencia de
valores de z, correspondiente a dos puntos del plano que estin infinitamente cerca-

nos, dz = f(x + dx, y+ dy) -, 3).

dz = 2—){(& Ywax + 3—2(/@ Y)dy .y se le llama diferencial (o diferencial total) de

la funcién z = £(x, y). El siguiente dibujo ilustra un prisma asociado a esta for-
mula, al cual llamaremos prisma caracteristico, y es, digamos, una extensioén del
tridngulo caracteristico.

z=Fky

_9f of
dz = ax (Xo’ gc)dx + ag (Xc’ 50) dg

Y
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Ejemplo. Obtendremos la expresion del diferencial de las funciones a) z = £(x, y) =
2x+zyyb)z="~Fx y =xe.

Solucion.

o o . _
a) Como - =2V 2 = =, se tiene que dz = 2dx + =dy.

IX

3 d . .
b) Como % =oxe ¥y £ = 2x7¢7Y, se tiene que dz = 2xeYdx + 2xceddy.

6. Gradiente de una funcion de dos variables

Si el diferencial de una funcién de dos variables extiende el concepto de diferencial
para funciones de una variable, el gradiente es una extension de la derivada. Al igual
que derivadas con diferenciales, en el caso de funciones de una variable notaremos
una relacién estrecha entre gradientes y diferenciales de funciones de dos variables.
Ambos conceptos son fundamentales para organizar estudios profundos de diversos
fendmenos de la Fisica, como podrds apreciarlo en este libro.

Dada una funcién de dos variables z = #(x, (tj), el gradiente de la funcidn, que se
denota por V£ (x, y), es el campo vectorial cuyas componentes son las derivadas par-

. -2 . of v of >
ciales de la funcion, es decir, V£ (x, y) = So(x, Y + @(x, Yy
A veces, cuando no es necesario especificar que puede ser evaluado en los puntos

(x, ), el gradiente se denota simplemente asi: V£ = 3—’[: + g—fj
x Y

Como ejemplo, veamos cudl es el gradiente de las funciones que aparecen en el punto
anterior: a) z=f£(x, y) =2x+zyyb)z=Fk, y) =xeYy

z=F(x, y) =2x+3y —> Vflx, y = ol + gj.
z=F(x ) =€ = VE(x, y) =218 +2x°¢% ].

7. Gradientes y diferenciales

. oFf 2 of = = - J J .

La igualdad (%L + é\/) - (dxi + d(th) = a—idx + éd({j pone de manifiesto la
estrecha relacion que existe entre el gradiente y el diferencial de una funcién z = #(x, y),
lo cual se expresa como

dz = Vf - di; 2.5)

donde dl = dxi +d a] es el vector de desplazamiento infinitesimal ya visto en el
punto 1 de estas consideraciones alrededor de la SP-8.

Recordemos que para funciones de una variable la expresion dy = £ "(x) dx nos dice
que “El incremento infinitesimal de la funcién correspondiente al incremento infini-
tesimal en x es la derivada por el incremento en x”. La expresion (2.5) nos indica que
el incremento infinitesimal de la funcién (ahora de dos variables) correspondiente a un
cambio de posicion infinitesimal de un punto en el plano es la “derivada” (gradiente)
“por” (producto punto) el “desplazamiento infinitesimal de la posicién™. En este sen-
tido, decimos que el gradiente de una funcién es la “derivada” de la funcién.

En el cuadro comparativo de abajo ponemos en correspondencia los nuevos elementos
asociados a funciones de dos variables con los elementos ya conocidos de funciones de
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una variable. Para ayudarnos en la interpretacion de dichos elementos, pensemos que
la funcidn 7-= £(x) representa la temperatura en cada punto x de una barra y, a su
vez, que la funcion 7= #(x, y) representa la temperatura en cada punto (x, i) de una
placa, como se muestra en la siguiente figura.

Placa

x +adx y +dy (-/

o

dL
(7))

Funcion temperatura Funcién temperatura

T=F() T=F(x Y

Desplazamiento infinitesimal en  Desplazamiento infinitesimal en la placa

la barra

dax < > dl = dxi + dyf
Cambio infinitesimal de tem- Cambio infinitesimal de temperatura
peratura

AT=flx+dx) —flx) € dT=flx+dx, y+dy) —fix y)

of of
ar = a(x, Yax + @(x, way
aAT=£"x) dx > AT = VF(x, y) - dl
Derivada Derivada
£/ T, o) = Lo, i < L, g
K’y_axx’g agx’g\/
La funcion temperatura puede La funcion temperatura puede obtenerse a partir

obtenerse a partir de su derivada  de sus derivadas parciales 2 (x, ) y 2
C Y Y5k y)
#(x) mediante el proceso de ox I o g

R mediante un proceso de antiderivacion, como se
antiderivacion

verd en el siguiente tema.
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8. Campo gradiente, diferencial exacto y funcion potencia

Dado que el gradiente de una funcién de dos variables es un campo vectorial, tiene
sentido preguntarse si un campo dado es el gradiente o no de alguna funcidn. Saber
esto de un campo revelard importantes caracteristicas de los fendmenos fisicos que
modelan, como veremos mds adelante. Si un campo vectorial es el gradiente de una
funcién, decimos que el campo es un campo gradiente, y una funcién de dos varia-
bles cuyo gradiente es el campo se llama funciéon potencial del campo. Siguiendo la
analogia con el calculo de una variable, una funcién potencial se corresponde con una
antiderivada: una funcién potencial de un campo es aquella cuyo gradiente (“derivada”)
es el campo.

Dado que el diferencial de una funcién de dos variables es una expresion de la forma
A (x, (zj) dx+B(x, (lj) dy, tiene sentido preguntarse si una expresion de esa forma, lla-
mada forma diferencial, es el diferencial o no de una funcién de dos variables. Saber
esto de una forma diferencial servird, por ejemplo, para visualizar la solucién de cierto
tipo de ecuaciones diferenciales, como veremos mas adelante. Si una forma diferencial
es el diferencial de una funcion, se dice que es un diferencial exacto.

Observemos la estrecha relacién entre campo gradiente y diferencial exacto. Si el
campo vectorial 7(x, g) = A(x, 5)[ + B(x, g) J es un campo gradiente, entonces
la forma diferencial 4 (x, <zj) ax + B(x, 3) dyesun diferencial exacto, y viceversa.

Veamos: si F(x, Y = Alx, g)f + B(x, g)] es un campo gradiente, entonces existe

. .. L of _ o _

una funcidn, la funcién potencia z = £(x, y) tal que 5~ = A(x, g)ay 2y = ?(x, )
y asi, por la definicién de diferencial, se tiene que dz = %dx + %0/5 =
A(x, ydx + B(x, y)dy. Es decir, la forma diferencial 4 (x, y) dx + B(x, y) dy
es un diferencial exacto, o sea, la forma diferencial es exactamente el diferencial de
la funcién potencial. De modo similar, si 4 (x, 3) dx + B(x, (zj) dy esun diferencial

exacto, entonces existe z = #(x, Yy talque dz = A (x, y) dx + B(x, y) dy, de donde

g—i = A(x, Yy 3—2 = B(x, y).Porlo tanto, z = f(x, y) es la funcién potencial del

campo gradiente #(x, y) = A(/c,(zj)f + B(/(,gj)j-
Tomemos, por ejemplo, el campo F(x,y) = (g +zxed )Z + (K + 23X335: )j y

la correspondiente forma diferencial ( y+ 3,6’5‘%2 )dx + (x +2 gxse"f )d Y nos
preguntamos si ese campo es un campo gradiente o si la forma diferencial es exacta
y, de ser asi, cudl es la funcién potencial.

De existir la funcién potencial (y, por lo tanto, el campo seria gradiente, y la forma di-
ferencial, exacta) esta deberia ser, por lo pronto, una funcién tal que su derivada parcial
respecto a x sea y + sxze"f. A reserva de una manera mas sistematica de proce-
der que desarrollaremos mds adelante, “a simple vista” podemos ver que la funcién
z = f(x, g) = xy+ x“e? X cumple ese requerimiepto; de hecho, también cumple
que su derivada parcial respecto a y sea x + 2 gx‘g’e‘lj .Es decir, el campo es un cam-
po gradiente y la forma diferencial es exacta. La funcion potencial es precisamente la
funcion z = £(x, y) = xy + xe?

Hay que hacer notar también que no todo campo es un campo gradiente, lo cual equivale
a decir que no toda forma diferencial es un diferencial exacto. De hecho, esto es cierto aun
en casos tan simples como el campo F(x, y) = —gz + X] o la forma diferencial
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—ydx +xdy. Te invitamos a comprobar que este campo no es un campo gradiente ni, por
supuesto, la forma diferencial es un diferencial exacto. En la dltima parte de esta unidad
desarrollaremos un criterio para saber si un campo es o no un campo gradiente.

A continuacién se muestra un esquema que muestra la relacién entre un campo gra-
diente y su funcidn potencial correspondiente.

Se deviva

~—

Funcelbn escalar Fix, o)

campo gradiente 7= Vi )

w

Se antideriva (como se
vera ew el sigulente tevwa)

St el campo gradiente 7= V#(x, Y) se interpreta conwo wn
campo de fuerzas, la funcibn escalar Flx, y) es una funcién potencial.

9. Situacion-Problema 9

En este ultimo punto queremos presentar la siguiente situacién-problema; con
ella deseamos que revises algunos procedimientos u objetos matematicos cons-
truidos en los puntos anteriores.

Situacion-Problema 9 (SP-9)

Supongamos que la temperatura en cada punto de una placa, donde se ha colocado un
sistema de coordenadas XY, estd dada por la férmula 7= 7(x, g) =100 — X" — i, en
grados centigrados.

1. a) Obtén las derivadas parciales de la funcién temperatura: %—: (x, g) y 3—; (x, g).

b) Obtén el vector gradiente de la funcién temperatura: V7(x, 5).

c) Obtén el diferencial total de la funcién temperatura: a7~
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2. a) Calcula la temperatura en el punto (2, 5) de la placa: 7(2, 5).
b) Calcula?(2, 5)y g—;(:z, 5).
¢) Obtén la ecuacion del plano tangente a la superficie 7= 100 — x* — i~ en el
punto de la superficie donde x =2y y = 5.
3. Consideremos ahora un campo de fuerzas cuya ecuaciénes # = —2x — 2 w .
a) Obtén la funcién potencial ¢(x, y) de este campo de fuerzas.
b) (Cual es la funcién potencial ¢(x, g) del campo tal que ¢(2, 5) = 50?
¢) (Cudl es la funcién potencial ¢(x, g) del campo tal que ¢(2, 5) = #1?

Discusion de la Situacion-Problema 9

En el punto 1 se da la funcion temperatura 7= 77(x, ) = 100 — x* — y°, entonces

. . a7 aT . .
sus derivadas parciales son 5 = —2xy 3 = —-2y. Como el gradiente de 7 estd

oT 7

dado por la féormula V7 = b+ Z—Tj’, se tiene que para esta funcién especifica
< Y

V7 =—2xi —2yj.

El diferencial total de la funcién 7 estd dado en general por la férmula
ar = g—:dx + g—;d Y- entonces para la funcién temperatura dada tenemos A7 =
—2xdx — 2ydy.

Hemos respondido asi a los incisos a), b) y ¢) del punto 1.

Para el punto 2 se tiene:

a) 7 (2,5)=#1 grados centigrados
b) §o(2, 5) = —4y5.(2, 5) = —10

c) Paralaecuacion del plano tangente usamos la siguiente forma de la ecuacién:
z-z =ax-x)+b (5—50), dondex0=:2,g0=5’,zo=71,n:—4 y b=—10.
Luego, la ecuacion del plano tangente es z — 71 = —4 (x —2) — 10 (y — 5), que
equivale a escribirla asi: z = —4x — 104 + 129.

En el punto 3 se tiene el campo de fuerzas # = —oxi -2 3j

En el inciso a) se pide la funcién potencial de este campo; ésta es la funcién cuyo
gradiente es #; por inspeccion se puede ver que la funcién potencial es ¢(x, Y=
X -y t+c.

Observemos que en realidad lo que se ha obtenido es una familia de funciones que
se diferencian por el valor que tome la constante. Esta constante puede calcularse
cuando se agrega la condicién de que la funcién asigne un valor determinado a un
punto del plano. Por ejemplo, en el inciso b) la condicién de que ¢ (2, 5) = 50,
obliga a que ¢ = 79, lo cual se obtiene de la ecuacién ¢ (2, 5) =—(2)* = (5)" + ¢
= 50, que a su vez resulta de sustituir los valores correspondientes en la funcién
potencial. Entonces, la funcién potencial del campo F = —2x. — 2 gj, y que
cumple que ¢(2, 5) = 50 es ¢(x, g) =X -y +79.

Finalmente, para el inciso c) la condicién de que ¢ (2, 5) = #1 obliga a que
Cc =100, y por lo tanto, la funcién potencial es ¢ (x, g) =-X"— Yy +100.
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1. Considera el campo de fuerzas # = 5. + 9.

a) Calcula el trabajo desarrollado por el campo desde el punto (z, 2) hasta el punto (5, 2) a lo largo de la
recta y =2.

b) Calcula el trabajo desarrollado por el campo desde el punto (5, 2) hasta el punto (5, #) a lo largo de la
recta x = 5.

¢) Calcula el trabajo desarrollado por el campo desde el punto (1, 2) hasta el punto (5, #) siguiendo la trayec-
toria horizontal que va de (1, 2) a (5, 2), y luego la trayectoria vertical que va de (5, 2) a (5, 7).

d) Calcula el trabajo desarrollado por el campo desde el punto (1, 2) hasta el punto (5, 7) siguiendo la trayec-
toria en linea recta que une a los puntos.

2. Considera el campo de fuerzas # = 57 + 3].
a) Calcula el trabajo desarrollado por el campo desde el punto (1, 9) al punto (9, 1).
b) Obtén la forma general de su funcién potencial ¢(x, g).
¢) Usa la funcién potencial para obtener el trabajo del inciso a).
d) Obtén la funcion potencial ¢(x, i) que cumple la condicion ¢(z, 2) = —
3. Obtén el vector gradiente de cada funcion de dos variables z = £(x, y).
a) z=Fflk y=sx—ey+2
b) z=Fl, Yy =4 —=zx+7y +ey—1
A z=Ffl Yy =ln(x+y +4)
d) z=flx, y) =xe'v+ye~

4. Si 7(x, 3) es la funcion de temperatura en los puntos de una placa donde se ha instalado un sistema de
coordenadasxg, el diferencial de temperatura 47-en un punto (x, (zj) de la placa se define por la formula
AT =T +dx, y+dy) — T, y.

a) Expresa con tus palabras el significado fisico del diferencial de temperatura: 47~

b) Desarrolla la formula del diferencial de temperatura, 47; en el caso 7(x, 5) =4x"+3xy =24y simplifica
el resultado eliminando los diferenciales de orden 2.

¢) Tal y como se estableci6 en este tema, el diferencial de temperatura estd dado de manera general por

la formula a7 = 3—: (x, ydx + g—;(x, Yay- Obtén el diferencial de temperatura para cada una de las
siguientes funciones:

N Ty =sx—ecy+2
i) T, Y =4x"—zx+ 7y +ey—1
i) T, y) =tn b+ y* +4)
iv) T, y) =xe'd + ge“z
5. Planos tangentes.

Obtén la ecuacidn del plano tangente a la superficie indicada en el punto dado; haz un esbozo de la grafica de
la superficie y el plano tangente.

z=9 —xz—gz;P(xz:z,gzl)
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b) z=9—x—yiPlk=0,y=0)
0 z=x+yPlk=0,y=3)
d) ¥+ y+z°=9;P(1,2,2)
e) x*+z°=18;P(3, 5, 2)
f) z=yc;Plx=2,y=1)
9) X +z*=y*+5P(0,2 3)
6. Eldiferencial total y las reglas de derivacion.

a) Considera la funcion z=h(x, y) = £x) + g(y), verifica que en este caso el diferencial total 4z esté dado por
la formula dz = £"(x) dx + g'(y) dy, lo cual nos recuerda la férmula para derivar una suma de funciones de
una variable. Esto implica que cada vez que nos demos cuenta de que el diferencial total de una variable =z
esta dado por esta formula, podemos facilmente reconstruir la expresién para z.

S

Considera la funcion z =h(x, y) = g(y) + £(x), verifica que en este caso el diferencial total 4z esté dado por
la formula dz = g(y) £ (¥) dx + £x) g'(y) dy, lo cual nos recuerda la férmula para derivar un producto de
funciones de una variable. Esto implica que cada vez que nos demos cuenta de que el diferencial total de una
variable z esta dado por esta formula, podemos facilmente reconstruir la expresién para z.

¢) Consideraalafunciénz = h(x, (zj) = Zé—;;, verifica que en este caso el diferencial total 4z esté dado por la

Pe ‘(x)dx— '(y)d P a q a
formuladz= 2f (X)[ X( 7:](;)6 Y 4 lo cual nos recuerda la féormula para derivar un cociente de funciones de
9y

una variable. Esto implica que cada vez que nos demos cuenta de que el diferencial total de una variable =
esta dado por esta formula, podemos facilmente reconstruir la expresion para z.

d) En cada caso obtén la férmula para la variable z a partir de su diferencial total d=.

i) dz =2x"dx +4evdy

o 5

ii) dz = sen (x)dx + —dy
Y

i) dz =cx° sen (g) Ax + x° cos (g) dy
iv) dz= g‘ggd)c + 3e‘g2dg

gxg4dx_4exg3dg

V) dz = -
Y
(OLnlyldx — = d
v[)dz:cosx nly)ax Y
[Ln(y)]

7. Extension a funciones de tres variables.

a) Calcula el trabajo que desarrolla el campo constante 7 = = + 4 j + 2k desde el punto (o, 0, 0) hasta el
punto (4, 5, &) siguiendo la trayectoria en linea recta que une los puntos.

b) Calcula el trabajo que desarrolla el campo constante # = = + 4 j + 2k desde el punto (0, 0, 0) hasta el
punto (x, y, z) siguiendo la trayectoria en linea recta que une los puntos.

¢) ;Cual podria ser la funcién potencial del campo de fuerzas constante # = ai + b j + ck?

d) ;Cual seria la funcién lineal de tres variables?




8. Extension a funciones de tres variables.

Al'igual que las funciones de una y dos variables, una funcion de tres variables w = #(x, y4, z) puede hacerse
lineal, esto es, tener asociada a su gréfica, que seria una hipersuperficie, un hiperplano tangente en un punto
especifico de ella, hiperplano que comparte con la hipersuperficie un hiperpedacito infinitesimal que contie-
ne al punto.

a) ;Qué férmula puedes ofrecer para el diferencial total dw de la variable w;, es decir, para la expresion dw =
flx+dx, y+dy, z+dz) — £ y,2)?

b) Aplica la formula que ofreciste en el inciso anterior para calcular el diferencial total dw si w = £(x, y, z) =x*
ln (y) + ¢ cos (y).

¢) Obtén la ecuacion del hiperplano tangente a la gréfica de la ecuacion w = £lx, y, z) =x" + 4y* + z" en el
puntodondex=1, y=2,z==.

d) Sidw=2xdx— Yydy+edz, obtén la funcién w=£(x, Y z).

9. En este libro se usan las dos férmulas para el producto punto de dos vectores, 4 - B = |/1||§| cosa'y
A-B=ab + a_b_, donde A=ai+a [, B=0bi+ b, j,y a es el angulo entre los vectores. La equiva-
lencia entre estas dos expresiones se basa en la ley de los cosenos y las propiedades del producto punto entre
vectores.

Consulta en algun libro o alguna péagina de internet cudl es la ley de los cosenos y la prueba de que las dos
férmulas usadas para el producto punto son equivalentes.
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Funcién potencial
y teorema fundamental
de las integrales de linea

En el Tema 2 de esta unidad nos quedé claro que el trabajo realizado de un punto a otro del plano
por un campo de fuerzas constante no depende de la trayectoria para ir de uno a otro; esta relevante
propiedad de los campos de fuerzas constantes se extiende a una clase mas amplia de campos, entre
los que se encuentran los campos de fuerzas mds importantes de la naturaleza: los gravitacionales y los
eléctricos. A los campos con esta propiedad se les llama campos conservativos.

En este tema caracterizaremos a los campos de fuerzas con la propiedad mencionada; veremos que
estos campos tienen una correspondiente funcién potencial, y que se obtienen a partir de ella calcu-
lando el vector gradiente de la funcidn, resemblando la operacién de derivacion llevada a cabo con
funciones de una variable. Es en este sentido que la funcién potencial asemeja ser una especie de
antiderivada para este tipo de campos, la similitud se extiende para considerar al teorema funda-
mental de las integrales de linea, que explica cdmo calcular el trabajo que realiza un campo de
este tipo de un punto inicial a otro final mediante la diferencia de valores en ambos puntos de la

correspondiente funcién potencial.
Como complemento se detalla en este tema la analogia que existe entre campos conservativos y

diferenciales exactos (o totales), lo que nos da la perspectiva para comprender, desde la dptica de
las funciones de dos variables, como se procede para resolver las ecuaciones diferenciales exactas.

Situacion-Problema 10 (SP-10)

1. Considera que F(x, Y = x* gz + g; es un campo de fuerzas y calcula el trabajo
para ir del punto 4 (0, 0) al punto B (1, 1) siguiendo estas cuatro trayectorias:
a) Por el eje x hasta el punto ¢ (1, 0) y luego por la vertical hasta llegar a B.
b) Por el eje y hasta el punto » (0, 1) y luego por la horizontal hasta llegar a &.

Y Y
B B
D
X | X
A e A
ngec’cor’m de a) ngector’m de b)

Tema 2.3  Funcién potencial y teorema fundamental de las integrales de linea ® 119




120 °© Unidad 2

¢) Directamente de 4 a & por la recta y = x.

d) Directamente de 4 a & por la curva y = x".

Y Y
B B
I x I x
A A
Tva 5ector’m de ¢) Tvo wctom de )

2. Considera que F(x, ) = =x~ (tfz +2x” gj es un campo de fuerzas y calcula
el trabajo para las mismas trayectorias del punto 1.

3. (Observas alguna diferencia entre los resultados del punto 1 y 2?

Discusion de la Situacion-Problema 10

Una observacién muy importante es que para calcular el trabajo con las condiciones
dadas en esta situacion-problema no podemos usar la férmula de las situaciones ante-
riores. En efecto, la férmula v = £ - B se utiliza s6lo cuando la fuerza es constante
y la trayectoria es rectilinea. Habrds notado que en este caso las fuerzas dependen de
los valores que tomen x y y; ademds, tenemos que la trayectoria del inciso d) no es
recta. Enseguida construiremos una férmula para el trabajo que contempla una fuerza
no precisamente constante y una trayectoria no necesariamente recta, que nos permiti-
ré dar solucién a la SP-10.

Construccién de la féormula general para calcular el trabajo a lo largo de una curva

Consideremos una fuerza £ (no precisamente constante) y un desplazamiento que
empieza en el punto.4 y termina en el punto & a lo largo de la curva ¢ (no necesaria-
mente una recta). Aunque la férmula v = £ - p no puede utilizarse en el célculo
del trabajo para ir desde 4 hasta B, podemos emplearla para calcular el trabajo en un
tramo infinitesimal de la curva, es decir, podemos auxiliarnos de ella a fin de conse-
guir un diferencial de trabajo. En otras palabras, utilizaremos la estrategia de la toma
del elemento diferencial para conseguir un diferencial de trabajo; sumando todos
los diferenciales (o integrando) podemos conseguir el trabajo total.

La idea es considerar un tramo infinitamente pequefio de la curva que nos permite, por
un lado, verla ahi como un tramo recto y, con ello, conseguir en lo infinitamente pe-
queiio un desplazamiento rectilineo; y, por otro lado, la fuerza, aunque variable, pue-
da considerarse constante ahi. Teniendo la fuerza constante y el desplazamiento rec-
tilineo (en el tramo infinitesimal de la curva) podemos calcular el trabajo usando la
férmula anterior, aunque solo para conseguir un diferencial de trabajodww = F - di,
donde 4L es el vector desplazamiento (infinitesimal), cuya longitud 4L es la longitud del
tramo infinitesimal de curva y se orienta tomando en cuenta que la curva inicia en 4
y termina en B.
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Por lo tanto, integrando o sumando, el trabajo de  a lo largo de la curva ¢ estd dado por
la férmula

szc?:-dl,

Abhora bien, observando que dl = de +d (tjj,

ayj

axi

y considerando F en términos de sus componentes, F = F,l[ +F J , la formula del
trabajo adopta la siguiente forma:

w = JcFldx + Fdy. (2.6)

Veamos como utilizar esta férmula para calcular el trabajo en la SP-10.

Problema 1

Para todos los incisos de este problema la fuerza es la misma: # = ngf + gj,
entonces la forma diferencial que aparece dentro de la integral de la férmula 2.6 se
convierte en x“yax + ydy.

Trayectoria de a)

Y
B (1, 1)
)
cf
01
= X
c(1,0)
A (0,0)
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Observemos que la trayectoria tiene dos tramos: ¢,y C_; luego, el trabajo es
— 2 2
w = le gdx+gd‘g+J‘%x yax + ydy.

Enc . y=0,luego L X ydx + ydy = o.

Enc ,x=1,asiquedx=0 (yaque siendo x constante, su diferencial es O en ese tramo),
entonces el primer sumando de la integral correspondiente es 0, y la integral se reduce
1

a .[ Y4y, que es igual a = (unidades de trabajo). Por lo tanto, el trabajo total es =.

1]

Trayectoria de b)

De nueva cuenta la trayectoria tiene dos tramos: ¢, y € ; luego, el trabajo es
2 2
= dx + ydy + | dx + ydy.
w = [, Kydxk ydy + [ K ydx+ yay

Enc , x=0,luego
[ X ydx+ yd =jo/ =2
o X YAxtydy = Jydy = o
2

EnC, y=1,asiquedy=o0, entoncis el segundo sumando de la integral correspon-

diente es 0, y la integral se reduce a J x“dx, que es igual a <. Por lo tanto, el trabajo

[0}
1 1 _5
totales5+;—z

Trayectoria de c)
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En este caso el recorrido consta de un solo tramo.

Aqui, y = x, asi que se puede sustituir y por x en el primer sumando y tener que

W = J.c/czgdx +ydy = chgdx +ydy.

Separando e integrando:

Trayectoria de d)

B (1, 1)

De nueva cuenta tenemos que W = j F-dl = I x° ydx + ydy; observemos
C C

que el segundo término del integrando estd s6lo en términos de y; luego, podemos
integrar esa parte respecto a y sin mayor problema, mientras que la primera parte
involucra las variables x y y; este término puede transformarse en uno que contenga
0 solo xs o solo ys (incluyendo sus diferenciales) con el uso de la ecuacién de la
curva C. Veamos.

El término x° gdx se transforma en x°x°dx, o sea, x*dx, al sustituir Yy porx:, asi se tiene:

= = . i = 2 = + =
w = LF al Lx ga’x + 3d(zj J.cx dx + Lga’g
X=1 y=1 1 1 7»
X dx + ady=—+— = —
J.)(=0 y=o0 5 g 5 2 10
Problema 2

Ahora se considera la fuerza F(x, y) = 2x"y i + 2x°y j y se desea calcular el
trabajo correspondiente para las mismas trayectorias del problema anterior. Notemos
que en este caso

w = LF < dlL = J.csngzdx +ox ydy

Trayectoria de a)

&

B (1, 1)

c(1,0)

>
S
S
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W = Ll gngzdx +oxydy + LJ szgzdx +ox"ydy.

En C|: y = 0, entonces ambos términos del primer integrando son 0y, por lo tanto,
esa integral vale 0.

En C,: x =1 en toda esta trayectoria (es constante), luego ax = 0. Asi, el primer término
del segundo integrando es 0. Sustituyendo x por 1 en el segundo término tenemos que

Ww = J‘c,‘ di(zj = J‘g::zgdg = 1.

Trayectoria de b)

A (0, 0)

W = J‘aL 3,(2520/,( + 2,(350{5 + J‘cz 3,(2520/,( + 2,(350/5.

En C: x=0, entonces ambos términos del primer integrando son 0y, por lo tanto, esa
integral vale 0.

En C,: y =1 en toda esta trayectoria (x es constante), luego dy = 0. Asi, el segundo
término del segundo integrando es 0. Sustituyendo por 1 en el primer término tene-
mos que

2 X=1 2
Wz'fsxdx:'[ 2xdx = 1.
c,

X=0

Trayectoria de c)

B (1, 1)

W = J.chz(tfd/( + szgdg.
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Como en C se cumple que y = x, podemos escribir ambos sumandos de la integral
en términos solamente de x o solamente de y (incluyendo sus diferenciales); se tiene
asi que

w = L 3)(2520//( + :2,(350/5 = J.czxzxzdx + 2x"xdx = J‘X=:5x4dx = 1.

Trayectoria de d)

B (1, 1)

A (0,0)

W = Lsng‘zdx + QXZ(tjdg.

A diferencia de la trayectoria anterior, donde cambiar todo a términos de las y es
esencialmente lo mismo que cambiarlo a términos de las x (jCompruébalo!), en este
caso veremos que la integral que resulta involucrando Gnicamente las 4 es esencial-
mente diferente a la que resulta con sélo las . Por supuesto que el resultado final (el
trabajo) es el mismo. Veamos.

En C se cumple que iy =, al sustituir i por x°, y dy por 2xdx (porque si y = x7, en-
tonces dy = 2xdx), tenemos que

W = szz(yzdx +2xydy =.[03x2(x2)2dx +2x x7(2xdx) =

X=1 -
Fxdx =1

X=0

(comprueba que al sustituir x por \/¢, y dx por dy, obtienes una integral que,

1
VY

evaluada de 0 a 1, tiene como resultado también 1).

Problema 3

Una diferencia importante que habras notado entre los resultados de los problemas 1
y 2 es que en el segundo el trabajo es el mismo para todas las trayectorias estudiadas,
mientras que en el primero el trabajo resulta diferente para cada trayectoria. En las
consideraciones que veremos enseguida se dard una justificacién del porqué de esta
situacion.
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Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 10

1. Caracterizacion de los campos cuyo trabajo
no depende de la trayectoria

El resultado al que arribamos en la SP-10, en el que el trabajo para una de las fuerzas
depende de la trayectoria que se elija (problema 1) y en la otra resulta ser el mismo
para las cuatro trayectorias, da la pauta para pensar que hay dos tipos de campos:
i) aquellos donde el trabajo no depende de la trayectoria que une los puntos, como
son los campos constantes (que ya hemos visto) y como pareciera ser el campo

Flx y) = 3)(2522 + 2)(237 del problema 2; y ii ) aquellos en donde el trabajo de-
pende de la trayectoria que une los puntos, como es el campo F( x, Y = X Yyit+y J
del problema 1.

(Como se caracterizan estos tipos de campos? Veamos.

Consideremos un campo #, en donde el trabajo no depende de la trayectoria. El tra-
bajo que se realiza para ir de un punto fijo # (x , y,) a un punto arbitrario P (x, y)
(que denotamos como W (p, — P)) solo depende de las coordenadas de este ul-

timo, ya que independientemente de la trayectoria que los conecte, el resultado
serd siempre el mismo; es decir, este trabajo es una funcién de dos variables:

w@E — P) = ¢o(x, g) = J.c?: - dL, donde ¢ es cualquier trayectoria (que conecta
los puntos).

Notemos ademds que el trabajo para ir del punto A al punto B del plano es W (4 — B) =
¢ (B) — @ (4), como puede desprenderse del siguiente anélisis.

["Fedi=["F-di- :?-E

[

J‘B;.DTZZJZE-E—I:?-E

A

Tmbmjo deAnB=0(B)— @A)

Vamos a comprobar que ¢ (x, y) es la funcion potencial del campo 7, es decir, que las
derivadas parciales de esta funcién potencial son las componentes del campo; o,
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dicho de otra forma, comprobaremos que el gradiente de esta funcion es el campo 7,
do- de—

Vo = 997+ 2% J=F.
ox dy

Supongamos que el campo es F(x, Y =F.(x 5)2 + F(x, g)j, entonces:

de olx, +dx, y) -ex, y) Wk y) = (x +dx, y))
a—(x, Y = = =
X ax ax
Flx, y) - (dxi) _ Fxyax F (6 )
ax ax
) 04—015,@
de px, y+dy - el y) w(lx, y) = x, y+dy))
a_()(/ g) = = =
X dy ax
F(x, y) - (dyi (X, y)d
Flx y) - ldyt)  Floydy _ F(x )
Y ay
W y+dy
dfi/
Y

Conclusion I:

Si F es un campo tal que el trabajo para ir de un punto a otro es independiente
de la trayectoria que los conecta, entonces es un campo gradiente, o lo que es lo
mismo, este campo tiene una funcion potencial.

Verificaremos ahora que el inverso del resultado anterior también es cierto; es decir,

si un campo es un campo gradiente (o tiene una funcién potencial), entonces el trabajo

para ir de un punto a otro no depende de la trayectoria que los conecte. Veamos.

Supongamos que el campo F(x, Y) =Ml(x, g)f + N(x, (zj)j tiene como funcién po-
8 Q- 8 Q-

tencial a z = w(x, 5), es decir, se cumple que V¢ = a—L + 8_ = MZ + Nj' = F.
X Y

Tomemos los puntos .4 y B en el plano y sea ¢ una curva que los conecta. El trabajo
que se realiza para ir de 4 a B a través de la trayectoria C es:

wAa - B) = J‘c? . dz,peroﬁ = V ¢, entonces

w4 — B) = jc?: cdi = LVQD - di.

. de-  do— - y; = >
Ahora bien, ya que V¢ = a—L + a—J ydl = dxt +dy j ,entonces Vo + dl =
X
99 4+ 224, 7
ox dy
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Observando que el segundo término de la dltima igualdad es el diferencial de la fun-

-~ d 0
cién z = @(x, 3), esdecir, Vo * dlL = —¢dx + —¢dg = dz, tenemos que
0x dy

W(A%B)=J.E‘dZ=LV<p-dZ=J.GD/z

c

La dltima integral representa la suma de los cambios (infinitesimales) de la funcién
z = ¢(x, y) alo largo de la curva ¢ que empieza en 4 y termina en B; es decir, esta
integral da el cambio acumulado o cambio total de la funcién z = ¢(x, 5), y este cam-
bio es ¢(B) — ¢(4). Observemos entonces que el cambio acumulado no depende de
la trayectoria, sino de los extremos de ella; es decir,

wia—>B) = | Frdl=| Ve di=|dz=q¢®) - e,
obien, w(4A — B) = ¢(B) — ¢(A4),

como se observa en la siguiente figura.

z=ek Yy

Conclusioén 1II:

El trabajo para ir de un punto a otro, correspondiente a una fuerza que es un cam-
po gradiente, es independiente de la trayectoria que conecta los puntos, e igual a
la diferencia del valor al final del trayecto menos el valor al principio de la funcion
potencial.

2. Integral de linea y teorema fundamental para integrales de linea

En general, si F(x, ) = mM(x, <,j)f.|. N(x, 3)3 es un campo vectorial y € es una
curva, se puede calcular la integral LF - Al 1lamada integral de linea (asociada
aFyeo).

Estas integrales, que arrojan valores numéricos, aunque han surgido para capturar la
idea general de trabajo de un campo de fuerzas a lo largo de una curva, pueden adqui-
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rir otros significados, como el de circulacion (cuando la curva es cerrada, es decir,
que empieza y termina en el mismo punto), por ejemplo. Las ecuaciones de Maxwell
(en la version integral) en la electricidad y el magnetismo se leen en términos de la
circulacién y el flujo del campo eléctrico y del magnético. La férmula general para el
flujo de un campo serd construida en la Unidad 3.

En este punto veremos algunas maneras de calcular una integral de linea de acuerdo
con ciertas condiciones que se tengan tanto del campo como de la curva. Una de es-
tas formas de calcular la integral es via el teorema fundamental de las integrales de
linea, que, como veremos, es una extension del teorema fundamental del célculo, el
cual fue discutido en los cursos de Célculo de una variable. Veamos.

a) Sila curva ¢, que empieza en 4 (x , 51) y termina en B (x_, gz), corresponde a la
grifica de una funcion y = £ (x). Al ser M(x, ) y N(x, y) expresiones con térmi-
nos en xy y, la forma diferencial que aparece dentro de la integral de linea, M (x, i)
dx + N (x, y)dy, se puede transformar en una expresion que contenga solo térmi-

nos en x y dx al hacer las sustituciones de 4 por £ (x) y de dy por ¥ " (x)dx (ya que
Yy _
ax

se estudio en el Tomo II de esta serie de libros), que va de x, a x_. De hecho, este

procedimiento ya lo utilizamos cuando resolvimos los incisos c) y d) de los pro-
blemas 1y 2 de la SP-10.

De modo similar, si la curva ¢ corresponde a la grifica de una funcién x =g (3),
ahora podemos tener todo el integrando solamente en términos de (tj y de dy, al

= £’(x)). Asi, la integral de linea se transforma en una integral simple (la cual

hacer las sustituciones de x por g ((zj) y de ax por g (g)d Y (ya que =g'( 3))

De nuevo, la integral de linea se transforma en una integral simple de una funcién
de una variable, aunque ahora la variable es y, cuyos valores van de y, a y._.
1 2

T3

b) Silacurva ¢ estd “parametrizada”, es decir, los puntos de la curva estan en funcién
de un pardmetro (por ejemplo, t, o sea, (x, g) = (x(¢t), <lj(w‘:)), entonces la integral de
linea puede transformarse en una integral de una funcion de t solamente desde ¢t
hasta t_ (los valores de t correspondientes al punto inicial y final de la curva, res-
pectivamente), sustituyendo en el integrando de la integral de linea: x por x(t),

Y por y(t), dx por X'(£)dt, y dy por 4 (¢)dt.
Por ejemplo, calculemos la integral de lfneaJ. F -+ dl, donde F(x, Y = —gf
C

+ xj’ y ¢ es la circunferencia unitaria con centro en el origen. Antes de proceder
es conveniente decir que en el caso de que la curva sea cerrada, como aqui suce-
de, se acostumbra escribir la integral de linea asi: C_[)T: - dL. Se podria decir que
estamos entonces calculando la circulacién del campo F a lo largo de la curva .

En este caso la circunferencia se puede parametrizar con las ecuaciones x = cos (t) y
Yy=sen (¢); al hacer variar el parametro ¢ desde o hasta 27 se recorre toda la circun-
ferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj, iniciando en el punto (1, ©) y

terminando ahi mismo. Tenemos entonces que J Fdl = J —Yydx + xdy.
C C

Ahora, como x = cos (t), luego dx = —sen (t)dt; ademds, como Y=sen ®yd Y
= cos (t)dt, se tiene:

J.c—gdx +xdy = J.[—sew(t)] [—sen (t)dt] + cos (t)cos (E)dt =

]

j[cos.2 (t) + sen” (£)]dt = jdt = 2.

o)
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En la siguiente figura se muestra la disposicién de los vectores de fuerza F(x, Y)
a lo largo de la circunferencia.

¢) Consideremos el caso de que F(x, y) = M(x, )i + N(x, g)j sea un gradiente, es
decir, que exista una funcién z = ¢(x, (zj) (la funcién potencial) tal que

aQD 7 aQD A > =
Vox, y) = —(x, — (X, =Flx, y) = , e
elx Yy Py (. Yl + 2y x yJ=Flx y =Mkx yi+ Nk y)j

Entonces,
L;E - dl = LVgo - dl.

. a a —
Si recordamos que para z = @(x, ), dz = a_f()(’ Yax + i(x, Yy =Ve -di,
entonces tenemos que'[ Vo -di = J‘ dz = ¢(B) — ¢(A).

Cc (4]
En resumen: para calcular el valor de la integral de linea cuando el integrando es
un diferencial exacto (o total), basta evaluar la funcién de donde proviene el di-

ferencial (la funcién potencial del correspondiente campo vectorial) en el extremo
final y restarle la evaluacién del extremo inicial.

Este resultado merece ser resaltado y, de hecho, recibe el nombre de

Teorema fundamental de las integrales de linea

[ Ve di=¢@) - o)

Para cualquier trayectoria ¢ que una 4 con B.

Este teorema puede verse como una extension del teorema fundamental del calcu-
lo para funciones de una variable, como veremos a continuacion.

Consideremos la siguiente situacion particular:
i) o(x, <zj) = £(x), es decir, la funcién solo depende de x.

ii) ¢ es la trayectoria en linea recta que va sobre el eje x, empezando en 4 (a, 0)
y terminando en & (b, 0).
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Tenemos lo siguiente: V ¢(x, y) = f'(x)z, Al = dxi yVeo-dl = F (x)dx;
b

luego, LVgp - dl = ¢(B) — ¢(A4) se convierte en.[f'(x)dx = £(b) - £(a).

Este dltimo resultado es el teorema fundamental del calculo para funciones de una
variable.

3. Un criterio practico para determinar si un campo es gradiente;
un método sistematico para obtener la funcion potencial

En el inciso ¢) del punto anterior vimos que calcular el valor de una integral de linea es

tan facil como evaluar una funcién en los extremos y restar; pero esto es cierto si el

integrando, digamos M (x, (zj)d/c + N(x, 3) Y. es un diferencial exacto o, lo que es lo

mismo, que el campo F(x, i) = M(x, y)i + N(x, i) j sea un campo gradiente.

Ahora, ;c6mo saber si F(x, y) = M(x, Y)i + N(x, i) j es un campo gradiente?; y

si lo es, ;como saber cudl es su funcién potencial? Veamos.

Si el campo F(x, i) = M(x, y)i + N(x, i) j fuera el campo gradiente de una

funcion escalar ¢ (x, y), se deberia cumplir que M= z—"’ YyN= z—‘p, y ya que las
X

segundas derivadas parciales mixtas son iguales, se tendria en consecuencia que

dy dyax dxdy ox’

Tenemos entonces lo siguiente: para que el campo F(x, Y =M, 3)2 + N(x, (Ij)j

. . oM _ ON
S€a un campo gradlente €S necesario que @ = a

. ) J ;
Podemos decir entonces que si ﬁ # % el campo no es campo gradiente.

- 3 d .
Ahora comprobaremos que la condicién de que ﬁ = ﬁ es suficiente para afirmar

que el campo F(x, Yy) =M, g)i + N y) J es un campo gradiente; ademds, esa
condicién permite construir la funcién potencial ¢ (x, g). Veamos.
Se necesita construir ¢(x, ) que satisfaga el sistema de ecuaciones diferenciales:

do _ de _

o = MY 2 N.

Tomamos la primera ecuacién ?)—“’ = M y antiderivamos parcialmente respecto a x
X

para obtener la funcion ¢(x, y), es decir:

elx, y) = IM(x, Yax +e(y), donde ¢ (y) es una funcion de y que se agrega a la

integral porque si bien es cierto que la derivada parcial respecto a x de la integral
planteada es M, también es cierto que la derivada parcial respecto a de la inte-
gral mds cualquier funcién de y, es M, ya que la derivada parcial respecto a x de
una funcién de Y es cero. Pero ;coémo calcular ¢ ((zj)?

Ya sabemos que
olc y) = [Mx ydx + e(y). @7

) . . odh 9o _
Cumple que a_f = M; entonces, ;c6mo debe ser ¢ (y) para que 3 N?

Si derivamos parcialmente (2.7) respecto a y e igualamos el resultado con N, ob-

A mx, e

.y .. de —
tendremos una condicion para e(y), es decir, % x y) = %

+ o'(y) = N.
A Mx, yax

9y

Se debe entonces cumplir que ¢’( Y =Nk y -
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Esta ultima expresion solo depende de la variable y, ya que al derivarla respecto a x
se anula. Veamos:

o i g - A
Y ON
dx - ax ey -
loualdad de sequndas derivadas parciales mixtas
O Ml yrax  an O [mix, yax  an IM B
dxdy - a(&y - dyadx _a(x’g)_ @(}(/3)_0

Condiclon establecioa

A Mix, yax
F)

Como o’(g) = N(x, y) -

tenemos que e(y) = | [w, . W_wd] Ay

Yy

Recordando que ¢(x, 5) = JM(}(, (tj)dx + ¢( (1:/), tenemos finalmente:

e(x, y) = IM(X, Yax +f N(x, y) —

BIM(K, Yx
Ay :|dg

Se puede verificar que para la funcién ¢(x, y) obtenida se cumple:

de _ de _
Pl M y% = N.
Ejemplo. Consideremos el campo F(x, Y) =3zx" 522 + 2x° gj del problema 2 de
la SP-10. Verifica que es un campo gradiente y determina su funcion potencial.

oM

Observemos que en este caso, M (x, 5) =2y, N(x, 5) = 2x°y; entonces P

@)(25
y aa—:' = ox” Y- Por lo tanto, el campo F es un campo gradiente.

Veamos cémo obtener su funcién potencial.

a) Tomamos M (x, y) = 2x°y" y antiderivamos respecto a x para tener ¢(x, y) =
Xy +e(y).

b) Para obtener 0(3), derivamos w(x, 3) =Xy + a(g) respecto a y e igualamos a
N (x, y) = 2x°Yy; asi se obtiene 2x°y + 0’(3) = 2x°y, de donde o’(g) =0.

c) Integrando c'(g) = O respecto a Yy se tiene que c(g) = 0, una constante
numérica.

d) Regresando al inciso a) y sustituyendo ¢ (y) por ¢ se concluye que @(x, y) =
Xy t+e.

Como este campo es un campo gradiente, sabemos por el punto 1 de estas considera-
ciones que el trabajo para ir de un punto a otro es independiente de la trayectoria.
Ademds, sabemos que el trabajo para ir de 4 a B es ¢(B) — ¢(4). En particular, si
consideramos los puntos.4(0, 0) y B(4, 1), el trabajo serd W= ¢(1, 1) — ¢(0, 0) =1,
que es lo que obtuvimos para las distintas trayectorias consideradas en el problema 2
de la SP-10.
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Si ahora tomamos el campo del problema 1 de la misma situacion-problema,
F = X yi+ yj,tenemos que M(x, y) =x* y, N (x, ) = y. En este caso vemos que
m
9y
por lo tanto, es normal que se puedan encontrar distintas trayectorias que conecten a
dos mismos puntos y que el trabajo correspondiente resulte diferente, como ya lo
constatamos en este caso.

2 . IN .
como X~ es diferente de 5, = Osresulta que este campo no es campo gradiente;

4. Ecuaciones diferenciales exactas

Uno de los problemas primordiales en la ingenierfa es establecer relaciones entre mag-
nitudes a través de férmulas que las involucran; muchas veces esto se logra estable-
ciendo primero una ecuacién que relaciona diferenciales o razones de cambio de las
magnitudes, para que con base en ella se intente obtener la férmula que relaciona
las magnitudes. Las ecuaciones que llevan a cabo estas relaciones se llaman ecuaciones
diferenciales.

En particular, en este punto consideraremos las llamadas ecuaciones diferenciales
exactas, que son ecuaciones de la forma M (x, y)dx + N (x, y)dx = o cuya forma di-
ferencial de la izquierda es un diferencial exacto. Es decir, esta ecuacion diferencial

es exacta si existe una funcion z = ¢ (x, y) tal que z—f =My g—: = N.

Ahora bien, el criterio para saber que la forma diferencial M (x, (zj)a’/( + N (x, g)d yes
exacta es el mismo para comprobar que el correspondiente campo vectorial
M(x, g)f + N(x, g)j es un campo gradiente: M (x, g)dx + N(x, g)d Y es exacta si
y solo si g—: = aa_:/

Consideremos, por ejemplo, las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (2xg+2)plx+(/<2+3)d3=o, b) (,<2<lj+1)d)< +xg0/(lj=0.

Apliquemos el criterio para saber si son exactas o no.

Tomando la primera ecuacién diferencial y fijaindonos en la forma diferencial del
lado izquierdo: (2xy + 2)dx + (x* + 2)dy, tenemos que M (x, y) = 2xy + 2y
N (x, 3) =x*+ =. Luego, g—: =2xY %—Z = 2 x, por lo tanto, esta ecuacion diferen-
cial es exacta.

Considerando ahora la segunda: (x°y + 1)dx + xydy = 0, tenemos que M (x, y) =x°y
+1y Nx y) =xy. Luego, g—: =X’y %—:’ = y . por lo tanto, esta ecuacion diferen-

cial no es exacta.

Resolucion de ecuaciones diferenciales exactas

A continuacién desarrollaremos una estrategia para obtener la solucién de ecuacio-
nes diferenciales exactas; tomaremos como ejemplo la primera ecuacién diferencial.
Cabe aclarar que la segunda, no siendo exacta, no significa que no se pueda llegar a
su solucién, solo que nuestro propdsito en este libro no es obtener soluciones de
ecuaciones diferenciales en si, tarea mdas propia de libros sobre ese tema en especifi-
co. Abordamos la solucién de las ecuaciones diferenciales exactas porque la forma de
hacerlo involucra conceptos que hemos estado utilizando, como es el caso de la fun-
cién potencial. Ademads, el tratamiento de este tipo de ecuaciones diferenciales abre
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la puerta al surgimiento de ideas nuevas e importantes como el de las familias de curvas
ortogonales que, como veremos, son esenciales en la descripcion del comportamiento
de las lineas del flujo de calor y las lineas del campo eléctrico, por ejemplo.

Tomemos la ecuacion diferencial de la cual ya sabemos que es exacta, (2xy + 2)dx
+ (x* + 3)0/5, y

a) Construimos la funcién potencial z = ¢(x, g).
— ; ;i de _ de _ 2
Ya que z = ¢(x, i) debe cumplir las condiciones 1) 3T 22Xyt 2y 2) 5y =X + =,

tomamos la condicién 1 y antiderivamos parcialmente respecto a x: estamos
“despejando” ¢ de la primera ecuacién, es decir, deshaciendo la operacién de
derivar parcialmente respecto a x que se le ha hecho a ¢. Tenemos entonces que
¢ debe ser de la forma x°y + 2x + e(y): @(x, y) =x"y + 2x + e(y), donde ¢ (y)
es una funcion solamente de y.

Conviene en este momento hacer dos comentarios:

i. Se puede pensar que agregar ¢ (y) es superfluo y podriamos considerar simple-
mente que ¢ (x, y) x°y + 2x; la verdad es, aunque esta funcion satisface la

e, . d .
condicién 1, no satisface la 2: i = X+ =, ¢(y) se agrega para determinar

precisamente lo que le falta para cumplir la otra condicion.

ii. También se puede tomar la segunda condicién, antiderivar parcialmente con
respecto a y, agregando ahora un ¢ (x), y continuar con los pasos correspon-
dientes para conseguir ¢(x, y).

Para que ¢ (x, y) =x"y + 2x + e(y) quede completamente establecida, falta
determinar ¢ (!j). Ahora bien, ¢ ((lj) debe ser tal que ¢(x, (zj) =xytoxte ((zj)
satisfaga la segunda condicion. Es decir, la derivada parcial respecto a y de
¢ (x, y) =xy+2x+ec(y) debe ser x* + =, por lo que se tiene que cumplir que
X+ c’(g) =x*+ = (nota que como ¢( 5) es una funcién de Y solamente, su derivada
parcial respecto a y coincide con la derivada), de donde c'( Y) ==y antiderivando
se tiene que ¢ ( g) =2y t+k, donde k es una constante numérica. Por lo tanto, la
funcién potencial es ¢(x, 3) =xXy+axtzytk

b) Siendo exacta la ecuacion diferencial (2)<<zj +2)dx + (x* +=2)d Y. yz= o(x, (zj) la
funcién potencial de la forma diferencial (2/(5 +2)dx + (x* +2)d Y se tiene que
dz = (szxg +2)dx + (x* + 3)0(5. Por lo tanto, la ecuacién diferencial puede escri-
birse en forma abreviada asi: dz = 0.

c¢) Si se tiene que dz = 0, entonces z = ¢ (integrando en ambos lados); pero z = ¢(x, g)
y la ecuacion z = ¢ se transforma entonces en ¢(x, y) = €, que es la solucion de la
ecuacion diferencial exacta. Es decir, hemos encontrado que la relacién entre las va-
riables x y y que satisface la ecuacion que relaciona sus diferenciales dx y dy
(ecuacidn diferencial) estd dada por la férmula ¢(x, 5) = ¢. Observa que si “dife-
renciamos” en ambos lados de esta formula (o calculamos el diferencial total) se
tiene precisamente la ecuacién diferencial exacta original.

Teniendo explicitamente que en nuestro caso ¢ (x, y) =x"y +2x+ 2y + k, la
solucién general de la ecuacion diferencial exacta es ng toxtzy+ k=cC,
o bien,

Xytoxtzy=c (2.8)

dondec=c — k.
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d) Observemos que la solucidn general la constituye una familia de curvas en el pla-
no xy. Si adicionalmente se pide una solucion de la ecuacion diferencial exacta
que pase por determinado punto del plano (o una solucién particular), esto equi-
vale a especificar una curva de esta familia. Por ejemplo, si pedimos que pase por
el punto 7 (1, 2), sustituimos x =1 y y =2 en (2.8) para obtener el valor corres-
pondiente a ¢, que resulta ser 20. Por lo tanto, la solucién pedida con esa condicion
particular es: x*y +2x + 2y = 10.

En general, si M (x, g)dx + N(x, g)dy =0, es una ecuacion diferencial exacta (es
decir, se cumple que g—z = aa_:) entonces la solucién es ¢(x, g) = C: la familia de

las curvas de nivel de la funcién potencial o familia de curvas equipotenciales (1a
funcién potencial ¢ es aquella cuyo diferencial es do = M(x, g)dx + N (x, g)d g).

Una interpretacién geométrica de este resultado es que si nos movemos sobre una
curva de nivel de una funcidn, es decir, sobre una curva donde el valor de la funcion
no cambia o es constante, entonces los cambios infinitesimales de los valores de
la funcidn o sus diferenciales son siempre 0.

Asi como una ecuacidn diferencial exacta tiene como solucion una familia de cur-
vas de nivel de una funcion de dos variables, dada una familia de curvas de nivel
de una funcién de dos variables se puede construir la ecuacidn diferencial exacta de
esa familia de curvas, teniendo como solucion la misma familia. Veamos.

Siz=£(x, (zj) es una funcién de dos variables, entonces la familia de las curvas de
nivel es £(x, i) = ¢. Tomando el diferencial en ambos lados se obtiene la ecuacién

. ) . . of of _
diferencial de la familia de curvas de nivel: =& (x, ydx + M (x, ydy =o.
Tomemos por ejemplo el paraboloide con ecuacion z = £(x, y) =x* + y7; la
familia de curvas de nivel es la familia de circunferencias con centro en el origen:
X+ 52 =c.

Diferenciando en ambos lados se tiene 2xadx + nglg =0, 0 bien, xdx + (zjd y=o.

Esta es la ecuacién diferencial de la familia de circunferencias con centro en el
origen. Solo como un ejercicio se puede resolver esta ecuacion diferencial y
observar que, en efecto, su solucién es la familia de circunferencias dada.

Tema 2.3  Funcién potencial y teorema fundamental de las integrales de linea ® 135




Tarea 7
| ﬂlln'AI -r‘ l-lmnr‘_

—— 1152 2 — S R
. Considera al campo de fuerzas F(x, y) = :ngb + X J.

a) Calcula el trabajo desarrollado por el campo desde .4 = (0, 2) hasta & = (2, 10) a través de cada una de las
cuatro trayectorias abajo indicadas.

Y Y
B
D B
A A
c
X

Tra Wctma 1 ngeatovia 2
Y Y
B B
Y =x+2
A A
X X
Tva Wctom = Tra 5ectma +

b) ;F es gradiente?

c) Sies gradiente, calcula la funcion potencial.

d) Siprocede, calcula el trabajo para ir de.4 a & usando la funcién potencial.
e) iCoincide el resultado anterior con los del inciso a)? ;Por qué?

2. Considera el campo de fuerzas F(x, Y= ngf+ gzj y responde las mismas preguntas que el problema
anterior.

3. Para cada uno de Ios campos de fuerza dados:
a) F(x,g)—sxg [+ x° gJ
b) Flx, y) = gt +)<J
Q) Flx, y) = yi —)(J

calcula el trabajo desarrollado por el campo desde .4 = (z, 1) hasta & = (3, 9) por medio de cada una de las
cuatro trayectorias indicadas en la pagina siguiente.
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B D B
A C A
X X
ngea’covm 1 Tva Hector’m 1
Y Y
B B
y=x
A A
X X
ngectom 1 Tvo 5ectorm 1

a) Usa el criterio para determinar si un campo vectorial es gradiente en los campos del problema anterior y
clasificalos (gradiente o no gradiente).

b) Para el campo gradiente, calcula su funcion potencial y con ella el trabajo para ir de.4 a B. Este ultimo valor
debe coincidir con el trabajo que obtuviste con las distintas trayectorias del problema anterior.

. Comprueba que cada uno de los campos dados es gradiente y calcula, usando la funcién potencial, el trabajo
desarrollado por el campo desde 4 hasta & usando la funcién potencial.

a) Flx y) =oxe?i+ x¢? J;  a=(,lnz), B=(5in9)

b) Flx, y) = —y sen(i + 3y’eos(x)j;  A=(0,1), B=(2m2)

. Considera al campo F(x, y) = zxy"i + ax*y J.

a) Determina los valores de 2y n para que F seaun campo gradiente.

b) Con los valores de a4 y n calculados en a) obtén la funcion potencial de F.
¢) Calcula el trabajo desarrollado por el campo desde (o, 0) hasta (5, 7).

d) Obtén la funcion potencial ¢(x, y) tal que ¢(1, 2) = 9.

. Considera a ¢(x, y), la funcion potencial de un campo 7 si.A yA_son puntos de una misma curva equipoten-
ciale,y B y®B_ son puntos de una misma curva equipotencial », como se muestra en la figura, explica por qué
el trabajo desarrollado por el campo para ir de .4 a B, es el mismo que el trabajo desarrollado por el campo
parairde4 a®..




8. El gradiente y las reglas de derivacion.

a) Considera la funcionz =k (x, h) = f(x) + g (g) , verifica que en este caso el gradiente de 4 est4 dado por la
formula Vi (x, y) = f’(;()f 4 g'(g)j’, lo cual nos recuerda la formula para derivar una suma. Esto implica

que cada vez que notemos que el gradiente de 4 estd dado por ésta formula, podemos facilmente recons-
truir la expresiéan para 4.

b) Considera la funcion z = h (x, g) = g(g) £(x), verifica que en este caso el gradiente de / esta dado por la
férmula Vi (x, Y= g(g)f’(x)z +* f(x)g’(g)j', lo cual nos recuerda la férmula para derivar un producto.

Esto implica que cada vez que veamos que el gradiente de / esta dado por esta férmula, podemos recons-
truir facilmente la expresion para 4.

¢) Considera la funcion z = h(x, y) = ;((—2;, verifica que en este caso el gradiente de 4 est4d dado por la

I YF (R —F(x)g'(

{g(y¥”
implica que cada vez que notemos que el gradiente de 4 esta dado por esta formula, podemos facilmente
reconstruir la expresion para k.

. ) , . .
formula Vi(x, g) = g J, lo cual nos recuerda la férmula para derivar un cociente. Esto

d) En cada caso obtén la expresion para 4(x, y) a partir de su gradiente
i) Vha(x y) = 2x7L +4¢? |
i) Vh(x, Y = sew(/c)z + %j
iii) Vi(x, y) = ex’sen (Y)i + x°cos (y) ]
iv) Vin(x, y) = 3*332 i Bz‘gfj

ey'z - 43"337

v) Vhlx y) = -
&l
cos (X) n (y)i =07
vi) Vi(x, Y = J . s J
[ln (Y]

9. Eldiferencial total, reglas de derivacién y ecuaciones exactas.

a) Considera lafuncion z=h(x, y) =) + g (y), verifica que en este caso el diferencial total 4z esta dado por
la formula dz = #'(x) dx + g’(y) Ay, lo cual nos recuerda la formula para derivar una suma. Esto implica que
cada vez que nos demos cuenta de que el diferencial total de una variable z esta dado por esta formula,
podemos reconstruir facilmente la expresién para z.

b) Considera la funcion z =k (x, y) = g (y)f ), verifica que en este caso el diferencial total 4z esta dado por la
formula dz = g (yif" (Wdx+ £ (Kg’ (y)dy, lo cual nos recuerda la férmula para derivar un producto. Esto
implica que cada vez que notemos que el diferencial total de una variable z estd dado por esta férmula,
podemos facilmente reconstruir la expresion para z.
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¢) Considera la funcion z = h(x, g) = 2((—3 , verifica que en este caso el diferencial total 4z esta dado por la

formula 4z = 2¢9° (")";"(*)’;f")g W |0 cual nos recuerda la formula para derivar un cociente. Esto implica
9y

que cada vez que nos demos cuenta de que el diferencial total de una variable esta dado por ésta formula,
podemos reconstruir facilmente la expresién para z.

d) En cada caso obtén la solucion de la ecuacion diferencial

i) 2x°dx+4evdy =0

i) Vin(x, y) = sen (X)i + £7=o
fii) ex’sen (y)dx+x° cos (y)dx =0
iv) g*ggd)c+3e"g2=o

txg4dx_4gx<lj3dg B

V) . =0
Y
cos (x)n (y)dx — Mdg
Vi) 2 =0
[ln (I

10. Obtén la ecuacion diferencial de la familia de curvas de nivel de cada una de las siguientes funciones.

a z=fl y

=)(2+g2

O z=flky=2x-y
d) z=flx y)=y-x

e) z=Ffl, y)=y—sen k)




e

N
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Derivada direccional,
curvas de maximo crecimiento
y lineas de un campo

En este tema extenderemos la idea de derivada parcial en el sentido de saber la razén con la
que cambia el valor de una funcién cuando se sigue cualquier direccién dada, y no limitarnos a
las direcciones particulares que se consideran en las derivadas parciales. Esta “derivada”, mas
amplia, se llama derivada direccional. Ya que tengamos las razones de cambio en cualquier
direccion se verd que la direccién que da el gradiente es la que produce el maximo crecimiento.
Esto ultimo nos muestra un atributo mds de los gradientes y explica la razén por la que este
concepto estd involucrado en importantes férmulas de la Fisica, como veremos. Adicionalmente
se verd que en la direccién perpendicular a un gradiente, la razén a la que cambia el valor de la
funcién es nula.

La familia de curvas que siguen las direcciones de los vectores gradientes de una funcién (curvas de
maximo crecimiento) y la familia de curvas perpendiculares a ellas son de particular importancia en
varios contextos de la ingenieria, como la propagacién del calor y las lineas de un campo eléctrico.
Esto da la pauta para considerar el cdlculo de integrales de linea sobre trayectorias a lo largo
de las cuales el campo es siempre tangente o normal a la trayectoria. Asimismo, la observacion de
que un punto del plano queda determinado por la interseccion de dos curvas, una de cada familia,
nos hard pensar en sistemas de coordenadas diferentes al cartesiano, en particular en el sistema de
coordenadas polares, que se estudia en este tema.

Con la siguiente situacién-problema iniciamos la explicacién de los conceptos e ideas que hemos
mencionado.

Situacion-Problema 11 (SP-11)

Supongamos que la temperatura en cada punto de una placa, donde se ha colocado un sis-
tema de coordenadas XY, estd dada por la ecuacién 7= 7(x, 3).

Fijemos un punto P(x, y) en la placa y a partir de éste tomemos un vector desplazamiento
dl = dxi + d Y J.

Al final de este vector se encuentra el punto de la placa @ (x +dx, y +dy).
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@x +dx, y + dy)

Al
ay

Py  dx

a) (Coémo representas lo que varia la temperatura cuando se pasa del punto 2 al
punto &?

b) ;Coémo representas este cambio en términos de las derivadas parciales de 77

c) (Como representas este cambio en términos del gradiente de 77y el vector despla-
zamiento AL ?

d) Si dl es la magnitud del desplazamiento, expresa con tus palabras lo que entien-
des por el cociente ”;—7 en términos de la temperatura.

e) Explica por qué ";—7 = %.

f) Teniendo que 4T = Y24t = V= - 4L por qué ”;—7 = |VT‘| cos a, y qué dngu-

loes a?

El cociente ’;—7 se llama derivada direccional de 7en el punto 7 en la direccién

dada por el vector 4L; su valor depende tanto del punto  como de la direc-
cién dada.

Considerando que el punto P esté fijo y, en consecuencia, el gradiente de 7en este
punto, V7(P), también lo est4, utiliza el resultado en /) para responder lo siguiente:

' Cudl es el valor maximo de la derivada direccional -, ara qué valor de « se
8) ¢ a
alcanza este maximo?

h) En general, dado el punto 7y la funcién de temperatura 7= 77(x, ), (en qué di-
reccion la derivada direccional es médxima y cudl es su valor?

Discusion de la Situacion-Problema 11

En general, lo que cambia la temperatura, cuando se pasa de un punto # de la placa a
otro punto &, es la diferencia de valores 7(®) — 7(P), y se acostumbra representarla
por A7 pero si estos puntos estdn a una distancia infinitesimal, como es el caso en
esta situacion problema, esta diferencia se convierte en un diferencial de tempera-
tura y se escribe asi: 47°. En términos de las coordenadas de los puntos se tiene que
AT =T+ adx, y+ dg) - T7(x 5).

Este diferencial o cambio infinitesimal de temperatura puede escribirse en términos
de las derivadas parciales de 7, como se vio en el Tema 2 de esta unidad:

oT oT
ar = a (X, yldx + @(/(, Yax.
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Si consideramos el gradiente de 7: V7 = %—: (x, g)Z + g—;(x, g)j, y el vector de

desplazamiento infinitesimal AL = Axi +d gj', tenemos que el producto escalar de
estos dos vectores es:

V7 - di = {9 (x, g)L + 9T (x, g)J < (dxi +ng) =9 (x, g)o/x+ (X ydy.

Entonces se tiene también que A7 = V71 - dil 2.9)

Al margen de la forma que adquiera 47, si dividimos este diferencial entre 4t, la
magnitud del vector desplazamiento, tenemos “una” razén de cambio de la tempe-
ratura respecto al desplazamiento. Decimos “una” porque estas razones de cambio
dependen de la direccién del vector 4L. Piénsese, por ejemplo, en las derivadas par-
ciales, ambas son razones de cambio, pero una es respecto al avance en direccion del
eje x y la otra en direccion del eje y, ambas pueden tener valores completamente di-
ferentes. Tomando la division de A7 entre 4l y usando la férmula 2.9 tenemos:

ar _ Vredi _ gy . dL

dl dl
el vector gradiente y el Vector desplazamlento.

, entonces ”’ - = |V 7‘| cos a, donde «a es el dngulo entre

Si reconocemos que un vector dividido entre su magnitud es un vector unitario (de
longitud 1), entonces tenemos que

ar
Al

Dado un punto 7 en el plano y la direccién del desplazamiento, la magnitud del gra-
diente en ese punto, es decir, queda determinada, lo mismo que el angulo «
y, por lo tanto, queda definido un nimero 4= o ~ que se conoce como derivada direccional
en ese punto 2y en la direccién dada.

= |V 7‘| cos a.

Si fijamos un punto 2 en el plano, entonces |V T‘(P)| también esta fijo, por lo tanto, la

derivada direccional solo depende del dngulo « (recordemos que <~ 4ar T = |V T(P)| cos a).

Como cos « varfa entre —1 y 1, la derivada direccional tiene como valor méximo
|V T(P)|, cuando cos o =1, y un valor minimo de , cuando cos o = —1.
Tenemos entonces que dado el punto 2, el valor mdximo de la derivada direccional
es |V T‘(P)| y el minimo es —|V T‘(P)|, ;en qué direcciones se dan estos valores
extremos de la derivada direccional?

Como cos @ =1 cuando @ =0 y « es el dngulo entre V7(P) (que quedd fijo) y el vec-
tor desplazamiento, entonces el valor maximo de la derivada direccional en un punto
se obtiene cuando el desplazamiento se toma en direccién del gradiente de la tempe-
ratura en ese punto.

De modo similar, cos a« =—1 cuando « = 7r; podemos decir entonces que el valor mini-
mo de la derivada direccional se da en direccidn contraria al gradiente en el punto.

Vr®)

De todas las divecclones postbles a pavtir de un
punto P de La placa, la diveccion indicada por el
----------- gradiente VT(P) es la divecclon en que se maximiza
la vazbéw de coamblo de La temperatuaa vespecto al
desplazamiento yla divecelown contraria, es decly,

Lo del veetor =VT(P) es La diveccion en que se

-V7(®) minlmiza dicha vazéwn de camblo.
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Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 11

1. La derivada direccional como extension de las derivadas parciales

daL
dal

que, dada una direccién y un vector « unitario que va en esa direccion, la derivada di-
reccional de 7-en el punto 2 del plano, en la direccidén de w«, se denota y calcula asi:
p_7(P) = V7 (P) * «. En particular, cuando « = Ly« = j y el producto punto se
realiza componente a componente, tenemos que la derivada direccional deviene las
derivadas parciales de 7, en relacién con x y Y- respectivamente. Veamos:

Que la derivada direccional sea ”;—7; =V7r -2 yque % sea un vector unitario indica

i

A LA INCLA ) I LA
p.T(P)=VT(P) L= o (P)L+85(P)J = ox P);

- or 5 do7 ,_ =\ = o7
T@E) =VT@E): j=|—@Ni+—@>) ]| [ = —(P).
DT (?) @) E» (P)i + % @J| - % )

Esto dice que la derivada direccional es una extension de la nocién de derivada parcial
y, por supuesto, de la derivada de una funcién de una variable. De hecho, la derivada
direccional también indica la pendiente de una curva: si se toma un punto 2 del pla-
no y la direccién dada por w, se puede construir la recta en el plano que pasa por ese
punto y sigue a ese vector. Si se toma el plano que pasa por esa recta y que es per-
pendicular al xy, este plano genera una curva de corte al intersecar la grafica de la
funcién 7= 77(x, y). La pendiente de esa curva en el punto correspondiente a  es el
valor de la derivada direccional.

Segmento infinitesimal cuya pendiente Grifiende T= Tl y).

es La devivada divecclonal de Ten el
punto Pewn la direceién de K.

Signifieado de La devivada diveccional como La pendiente de La curva de corte de la
superficie 7= T (x, i) con el plano perpendicular al plano xy que pasa por La Linea
que contiene ol punto P Y estd en La diveccion de i,

2. Calculo de derivadas direccionales

En general, la derivada direccional de la funcion z = #(x, (zj) en el punto 2 (a, b) del plano,
en la direccion del vector unitario i, se denota y calcula asi: p_£(P) = V£(P) * u.
Se habla entonces de calcular la derivada (direccional) de una funcion z = £ (x, Y
en un punto P (a, b) en una direccion (determinada por el vector unitario ). Dada una
funcién y un punto, podemos construir el gradiente y evaluarlo en el punto, obtenien-
do asi un vector concreto (el vector gradiente correspondiente al punto). Ahora bien,
sefalar una direccién a partir del punto puede hacerse de distintas maneras; veremos
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enseguida a través de un ejemplo como construir el vector unitario wc segiin la forma en
que se indique la direccion.

Ejemplo. Calcula la derivada direccional de la funcién z = £(x, y) = x“y en el
punto 2 (<, 2) para cada una de las siguientes direcciones.

a) Direccién dada por el vector v = i+ 47

b) Direccién hacia el punto &(5, #)

. . w
¢) Direccién 0 = —
&
Adicionalmente, ;cudl es la derivada direccional mdxima y en qué direccién se lo-
gra obtener? ;Cudl es la derivada direccional minima y en qué direccion se logra
obtener?

Solucioén. El gradiente de la funcién es

J =
Vil y) = é (x, Yyl +

af =
P (< yY)j-

En este caso V£ (x 3) = gng + ng,; al evaluarlo en (2, 2) obtenemos:
V£, 2) = 4i + j Calculemos, ahora el vector « para cada direccién dada:
a) Dividiendo el vector v = { + 4:/; entre su magnitud obtenemos un vector

unitario en la misma direccion que v; como la magnitud de v es M = /17,
tenemos que:

— v 1 = n 4 =
u= ===ttt ——
M Ve ez
b) Tomemos el vector que conecta (1, 2) con &(5, 7), esto es, PR = 4 + 53;
dividiéndolo entre su magnitud |P&| obtenemos u:

_ P& 4its5] 4
U= —-= =
‘PGZ

= 5 =
L+ J:
V41 V41 V41
c) En general, dada la direccién mediante un dngulo, digamos 6, podemos construir

el vector unitario asi: % = cos 07 + sen 07. En el siguiente dibujo puede

apreciarse la direccién correspondiente al dngulo y el vector unitario en la
misma direccidn. Por ser w« unitario, sus componentes en las direcciones hori-
zontal y vertical son cos 6 y sen 6, respectivamente.
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. m L. — T~ T .
Si 6 = —, el vector unitario es & = cos —i + sew — J, o bien,
& & &

_ \/;-; 1-

w=—_i+—
2 2

Calculamos ahora la derivada direccional para cada caso:

a) o, f(P)=VF@P) - u= i+ )) - \/i_72+\/j_77 =\/f_7=1.34

Esto significa que a partir de 2(2, 2) los valores de la funcidn crecen a un rit-
mo de 1.94 por cada unidad que se avance en la direccion indicada al iniciar el

desplazamiento.
b) b f(P) = VF(@P) & = (4i+ )) - \Fh Fj’ - ji = 207
41 41 41
Q) Dof(P) = VF@P) =i+ )) - §Z+§j’ = %ﬂ = 2.9¢c4

Finalmente, la derivada direccional mdxima en el punto P(1, 2) es la magnitud del
gradiente de la funcién en ese punto: |Vf(1, ;2)| = |4Z + j| =417 = 4.12z.
Este valor se alcanza siguiendo la direccion sefialada por el gradiente, es decir, en

direccién del vector: V£ (1, 2) = 44 + .

La derivada direccional minima es —|V e, 2)| = —4.123y se obtiene en la di-
reccién opuesta al gradiente, indicada por el vector: =V £ (1, 2) = —4i — j

3. Lineas del campo gradiente o curvas de maximo crecimiento
para una funcién de dos variables

Imaginemos que la direccién dada por el recorrido de cada punto de una curva coincida
con la del vector gradiente de una funcién en ese punto. En tanto que el gradiente
indica la direccién donde se da la mdxima razén de cambio de la funcion, esta curva
tendria la propiedad de que al seguirla la funcién obtendria siempre el maximo creci-
miento respecto al desplazamiento. Estas curvas existen y, de hecho, son las lineas del
campo gradiente de la funcién; estas curvas son tales que el vector de desplazamien-
to infinitesimal en cada punto de la curva (al ser recorrida en algin sentido) es paralelo
al vector gradiente del punto. Por supuesto que al recorrer una curva de miximo creci-
miento en cierta direccién da el mayor crecimiento cada vez, pero al recorrerla en
sentido contrario se tendran los mayores decrementos de la funcién en cada punto del
recorrido.

Enseguida seflalamos dos contextos fisicos donde se destaca la idea de las curvas de
maximo crecimiento.

a) Temperaturay lineas de flujo de calor. Si tenemos una distribucion de tem-
peratura en una superficie plana dada por la funcién 7= 7(x, y), en cada
punto de la superficie el calor fluye hacia donde se dé la mayor disminucién
de temperatura. Es decir, el calor fluye siguiendo la direccién contraria al
vector gradiente. Las lineas de flujo de calor son las lineas del campo gradien-
te de la temperatura. La siguiente ecuacién sintetiza lo que hemos afirmado:

h = —kV 7, donde h representa el vector de flujo calorifico.
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b) Potencial electrostdtico y lineas del campo eléctrico. El campo eléctrico €
en el espacio, generado por una carga puntual positiva g, es gradiente, como
probaremos mas adelante. La funcién potencial del campo eléctrico se de-
fine por

ox y z)=wW(PE, - P)= jf"“)é - dl

Tomando a # como un punto al infinito y cualquier trayectoria que conecte el
punto 2 con (x, Y z).

Observemos que d¢ = € * dl y que al calcular la derivada direccional

de _E-dl _g.dl _|g .
L = S =€ 4 = [E|cos (a) se observa que el valor mdximo es la mag

nitud del campo eléctrico y la direccién para obtener ese maximo es la direc-
cion del mismo campo, pero por la propiedad del gradiente, en cuanto a que su
magnitud es el valor mdximo de la derivada direccional y que esta derivada se
alcanza precisamente en su direccidn, se tiene que: Vo = E.

@Ve\ Es frecuente encontrar en los libros de Fisica la siguiente variante
de la férmula que hemos dado: Vo = —€.

Larazoén es que se considera el trabajo que debe realizar una carga unitaria po-
sitiva para vencer la fuerza eléctrica, es decir, para ir en contra de ella. Final-
mente pensamos, como cualquier libro de Fisica también lo dice, que el signo
es meramente convencional.

4. Curvas equipotenciales y lineas del campo gradiente

Consideremos la familia de curvas de nivel £ (x, 3) = ¢ de la funcién de dos variables
z = f(x, y). Tomemos una curva de esta familia y un punto (x, y) en la curva. Si
se avanza sobre la curva un diferencial de longitud a partir del punto, entonces el
incremento diferencial, o simplemente el diferencial de =z, es o, es decir, dz = 0,
porque el valor de z se mantiene constante. Si dx y dy son los incrementos infinite-
simales correspondientes al diferencial de longitud de la curva, entonces dz = o

- I _ .
se puede escribir asf: afx, g)d}( + @({, g)dq =0, qlie a su vez podemos escri-
birlo ast: V£ (x, y) - dL = 0, donde dL = dxi +dy j. Como VF(x, y) - dlL =
‘Vf()c, 5)“0/2‘005 a =0, esto nos dice que los vectores gradiente y desplazamiento

(que estén sobre la curva de nivel) en (x, 3) son perpendiculares (« es dngulo recto),
por lo tanto, se tiene este importante resultado: el campo gradiente es perpendicular
a las curvas equipotenciales.

Observa que las curvas equipotenciales son las curvas de nivel de la funcién poten-
cial #(x, g) asociada al gradiente.

Introduccidn a las derivadas, diferenciales e integrales en el cédlculo de varias variables




Flx Y = ¢, curva de nivel
de Lo funcion z = Flx, Y

Vi y

En cunlauier punto (x, y) de la curva de nivel donde se coloca un veetor Al = dxi + dgj
siguiendo La diveccin de Ln misma, se tiene gque dx = 0. Pero como dz =V£(x, y) - di,

resulta que V= (x, y) - di = 0, de donde el vector V£ (x, ) es perpendicular a dl Y en
consecuencia, o la curva de nivel en el punto (x, y).

Las lineas de un campo vectorial, en general, son aquellas que se forman “siguiendo”
los vectores del campo. De modo més preciso, una linea de un campo es aquella en
la que en cada punto el vector del campo es tangente a ella. Sobre estas lineas de cam-
po tenemos los siguientes comentarios.

a) Tomando el campo vectorial F(x, Y =Mx, 3)[ + N y) J- Las lineas del
campo forman una familia de curvas cuyas pendientes estan dadas por la

N(x, y)

Mx, y)’

L .o d . o
ecuacioén diferencial d—f = como puede apreciarse en la siguiente

figura.

W

;:MWgﬁ+NWg

> <

Emmmm e

x Y

. -
Linen del campo F —\

Yy=yw
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.,,.
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Si se resuelve esta ecuacion diferencial, se puede encontrar una férmula expli-
cita, que relaciona a x con y, para la familia de las lineas del campo.

Solo para ilustrar consideremos el siguiente ejemplo: tomemos el campo
F(x, Y) = xi + yj, en este caso M(x, Y =xy N(x, y) =y, por lo tanto,

. . a N(x, y) .4
las pendientes de las lineas del campo son —d"j = 229~ 8 o5 decir, 0 _4
2 M(x, yY) X dax

Resolvamos esta ecuacién diferencial por separacion de variables:
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W8 Ay, Y = ln x + ¢, aplicando exponenciales a ambos
ax X Y X

lados se tiene y = & x — y = kx. Esto nos dice que la familia de las lineas del
campo F la forman todas las rectas que pasan por el origen. Este resultado en
particular dice que este campo, llamado campo de vectores de posicidn, es

radial, es decir, sigue los radios que parten del origen.

Lineas del campo F(x, Y — X + 5]’

b) En caso de que un campo sea gradiente, las lineas del campo, al seguir los gra-

dientes y estos cruzar perpendicularmente a las curvas equipotenciales, se tie-
ne que: las lineas de un campo gradiente son perpendiculares a las curvas
equipotenciales.

Si F es un campo gradiente y ¢ su funcién potencial, es decir,

F=Vo(x, Yl = g—f(x, g)Z+ g—:(x, 5)3’, las pendientes de las lineas del

a 9e Y
. ay
campo estan dadas por me, = d—f = 2

20y

Por otra parte, las curvas equipotenciales ¢(x, i) = ¢ cumplen la ecuacion
diferencial

d¢ 9¢ _
P (x, yax + oy . ydy = o,

de donde obtenemos que las pendientes de las curvas equipotenciales estan da-

d 92 (x )l
das por: m_ = d—f = -z =
@(X , gj)
13 z. b 1A —
Observemos que me, y me_son “reciprocas y de signo contrario”, y que me m_=—1
concuerda con la afirmacién que hicimos de que la familia de equipotenciales

es ortogonal a la familia de las lineas del campo.

Volvamos a considerar el campo #(x, Y) = xi + yj; se puede comprobar
(te invitamos a hacerlo) que este es un campo gradiente y que la familia
de curvas equipotenciales estd dada por la férmula x* + 4 = ¢ y la constituyen
todas las circunferencias con centro en el origen. La siguiente figura ilustra
la relacién de perpendicularidad entre las curvas equipotenciales y las lineas
de este campo.

Introduccidn a las derivadas, diferenciales e integrales en el cédlculo de varias variables




Lineas del campo F=(x Y = Xt + 3J Y sus curvas equipotenciales.

5. Calculos especiales de la integral de linea

La idea de que un campo ““sigue” una curva o que es perpendicular a otra puede faci-
litar el cdlculo de una integral de linea. Veamos.

Consideremos de nuevo la integral de linea 77 = L?—' - dL, donde

Al = dxi + d (zjj es un vector de magnitud infinitesimal a lo largo de la curva y
con determinada direccion. Ya que F + dl = ‘?de‘cos a, donde « es el dngulo
entre 7 y dL, por lo tanto, entre ALy la curva existen situaciones especiales rela-

cionadas con la posicién de F respecto a la curva ¢ en las que la integral puede ser
un célculo facil, o bien, sin necesidad de aplicar alguna de las formas anteriores
que hemos visto para calcularla. Estas situaciones en realidad no son extraiias, de
hecho aparecen en circunstancias tipicas de la electricidad y el magnetismo, como
veremos mds adelante. Veamos por lo pronto estas situaciones especiales.

a) Consideremos el caso especial en que F es de magnitud constante y siempre
tangente a la curva C; esto es, en cada punto de la trayectoria el vector del
campo 7 estd en la direccién del vector de desplazamiento infinitesimal corres-
pondiente 4L. Si « es el angulo entre estos vectores, tenemos que a =0 a lo
largo de la curva ¢. En este caso tenemos:

w=[F-di= L‘?—'Hdl‘(cos 0)

Seadl = ‘dZ‘ la magnitud del vector desplazamiento; como H es constante y,

Ldt

por lo tanto, puede salir de la integral, esta se transforma en W = ‘;‘E
(recordemos que cos (0) =1).

Es fécil reconocer que J. dl = 1 eslalongitud de la curva ¢. Por ende, en este
&3

caso la integral resulta ser:

w = HL.
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b)

Utilizaremos este resultado en la consideracion 6, donde calcularemos el tra-
bajo realizado por el campo magnético generado por una linea de corriente
a lo largo de un circulo ¢ con centro en la linea de corriente y perpendicu-
lar a ella.

Consideremos ahora el caso en que 7 es normal o perpendicular a la trayec-
toria ¢ en todo punto de ella; en este caso, F + dl = |F7||0/Z|cos (90°) =0

y, por lo tanto, la integral de linea es 0. Es inmediato que si 7 es gradiente y ¢
es una curva equipotencial (o es una parte de ella), entonces la integral de
linea es o porque el campo gradiente es perpendicular a las curvas equipo-
tenciales.

Antes de aplicar estos resultados en el 4rea de la electricidad y el magnetismo,
veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Consideremos el campo de vectores F(x, ) = xi + y J; si el
vector F(x, <zj) se coloca en el origen, es decir, con punto inicial en (0, 0),
el extremo ﬁnaal del _vector coincide con el punto (x, (zj). Por ello este vector
F(x, Y =xi+y J se llama vector de posicién del punto (x, Y)- Ahora, si
el mismo vector se coloca con punto inicial en (x, 3), es facil aBreciar que
queda en posicién radial respecto al origen; esto es, el vector F(x, y) se
empalma con la recta que pasa por el origen y el punto (x, y).

La magnitud del vector F(x, Y es ‘f?(x, (tj)‘ = JX* + 32 , entonces pode-

mos afirmar que:

i) En los puntos (x, g) de la circunferencia x* + y=t, el vector F(x, g)
es radial con magnitud 1.

ii) En los puntos (x, 3) de la circunferencia x* + y =4, el vector F(x, g)
es radial con magnitud 2.

iii) En los puntos (x, 5) de la circunferencia x* + Yy =9, el vector F(x, g)
es radial con magnitud =.

Y en gfirleral, en cualquier punto (x, y) de la circunferencia x* + y* =, el
vector F(X, g) es radial con magnitud r (precisamente, la distancia de (x, g)
al origen). La imagen de este campo de vectores en el plano xy es la de vecto-
res radiales de igual magnitud en una circunferencia con centro en el origen y
con magnitudes cada vez mayores a medida que el radio de la circunferencia
aumenta, como se aprecia en la siguiente figura.

Introduccidn a las derivadas, diferenciales e integrales en el cédlculo de varias variables
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Dilbujo del campo Flx, i) = i+ 5\7‘

Si ¢ es cualquier circunferencia con centro en el origen (de hecho, una curva
equipotencial, como vimos en el punto anterior) los vectores del campo son
perpendiculares a lo largo de ella y, por lo considerado en el inciso b), la inte-
gral de linea GF dL es cero, esto esSf) F-dl=o.

Recordemos que el pequeiio circulo colocado sobre el simbolo de integral
anterior indica que la integracion se lleva a cabo a lo largo de una curva cerrada

(esto es, que empieza y termina en un mismo punto) como lo es la circunferen-
cia C en nuestro ejemplo.

Ejemplo 2. Consideremos al campo U(x, ) = % el cual se obtiene
Xty

dividiendo al campo anterior entre su propia magnitud.

Observemos que los vectores de este campo llevan la misma direccién que los
vectores de posicion de los puntos del plano (campo F del ejemplo 1), solo que la
magnitud es ahora constante, y de hecho, 1, como se ilustra en la siguiente figura.

~ xi+ yJ

Dlbujo del campo U, Y
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Para este campo se tiene también que:

95 U - dl = o, donde ¢ es cualquier circunferencia con centro en el origen.
c

Si consideramos ahora a un segmento radial ¢ entre los circulos de radios r, y
v donde r, <r,

vemos que a lo largo de este segmento el campo U estéd en la misma direccién
que Ly, como tiene magnitud constante, podemos calcular la integral de

linea J.Lft - di aplicando el resultado del inciso a); es decir,

J@-di=[ [t cos ) = [ tar=[de=r —»,

1

Ejemplo 3. Consideremos ahora al campo de vectores (., Y = 52 - )(j;
en cada punto (x, y) del plano, el vector F(x, Y) del ejemplo 1y el vector
alx, 4) son perpendiculares, ya que su producto punto se anula, es decir,
F(x, g) - g(x, 5) = 0. Esto nos indica que miﬂentras en una circunferencia
con centro en el origen los vectores del campo F(x, &) son radiales, los vec-
tores del campo 4(x, Y) son circulares, es decir, son tangentes a la circunfe-
rencia. Ademds, sobre una misma circunferencia los vectores (x, y) son de

magnitud constante ya que ‘ alx, 3)‘ = \x~ + y . Laimagen de este campo
en el plano xy es la de vectores circulares con igual magnitud en una circun-
ferencia con centro en el origen y con magnitudes cada vez mayores a medida
que el radio de la circunferencia aumenta. La figura de la pdgina siguiente ilus-
tra la disposicién de los vectores de este campo.

Si C es cualquier circunferencia con centro en el origen y radio r, los vectores

del campo & sobre los puntos de la circunferencia son tangentes a lo largo de
esta, como ya lo hemos visto; pero ademads, van en la direccién del movi-
miento de las manecillas del reloj (;por qué?). Como la magnitud del campo
también es constante, de hecho tiene el valor r a lo largo de la circunferencia,

tenemos, por lo considerado en el inciso a), que la integral de linea CﬁZ - dl

c
en la direccién del movimiento de las manecillas del reloj estd dada por:

Cﬁz; “dl = CMZ;F{L cos (0) = q.)rdL = rCf)o/L = r(2mr) = 2mr .
C C (2 [
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Si consideramos de nuevo al segmento radial ¢ entre los circulos de radios r,
yr, donde r, < Vo

vemos que los vectores del campo & son perpendiculares a lo largo de este v,

por lo considerado en el inciso b), la integral de linea Ja - dL es cero.

(=

6. Modelado de los campos eléctrico y magnético

Los campos radiales y circulares, como los tratados en el punto anterior, sirven para
modelar matemdticamente el campo eléctrico que genera una carga puntual y el cam-
po magnético generado por una linea de corriente eléctrica.

a) El campo eléctrico. A una carga eléctrica confinada en un pequefio espacio se
le llama carga puntual. Toda carga puntual de 4 coulombs genera un campo
eléctrico a su alrededor; este campo se manifiesta con la presencia de cuerpos
cargados eléctricamente, los cuales se someten a la fuerza de atraccién o re-
pulsién de la carga puntual segin sea el signo de las cargas.

Veamos cémo se modela el campo eléctrico que genera una carga puntual de
q coulombs; supongamos que g > © para ser mds concretos y que la carga se
coloca en el origen de un sistema coordenado cartesiano.
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Sea P(x, Y- z) un punto colocado a una distancia p de la carga; su vector de
posicidnes p = xi + Y J, + zk, Yy si dividimos este vector entre su magni-

tud p, donde p = ‘Z)‘ = w/xz + 52 + z”, tenemos que%es un vector unitario

en direccion de P.

El campo eléctrico & en P (x, Y- z) debido a la carga ¢ es la fuerza eléctrica
con la que la carga g repele a una carga de un coulomb positivo colocada en
P(x, y, z) y estd dada segin la ley de Coulomb por la siguiente férmula:

x2+57+zE

p kq.
kL =5 -k

Ex, y, z) = -
g p P p (X" +y +2z7)

3/2°
Recordemos que la ley de Coulomb afirma que la fuerza con la que dos cargas
puntuales se atraen o se repelen (segin sea el signo de las cargas) estd en la di-
reccion de la recta que las une, y su valor es proporcional al producto de las
cargas e inversamente proporcional al cuadrado de su distancia.

ml

. . . . — k
Es decir, la magnitud del campo eléctrico € en un punto es —j, donde k es una
p

constante y p es la distancia del punto al origen (lugar donde estd colocada la
carga ¢), ademads va en direccion del vector posicion del punto, o dicho de otra
forma, es radial hacia afuera. Conviene observar que en puntos que estén a una
misma distancia al origen; es decir, que tienen la misma p (formando una es-
fera de radio p), el campo tiene la misma magnitud, de ahf la representacién
gréfica que hacemos del campo € en la figura superior.

Calculemos ahora el trabajo « desde un punto P(x, y, z) que estd a una dis-
tancia p de la carga hasta el infinito a lo largo de la recta radial ¢ que pasa por
Py el origen:

al
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Notemos que en un punto arbitrario de la recta radial que estd a una distancia
[ de la carga, el vector de desplazamiento infinitesimal #/ a lo largo de ¢ y el
vector del campo eléctrico € estdn en la misma direccién, por lo que

oo — | — °°I€ le Ie
N R erreee

En consecuencia, el trabajo en direccion contraria, es decir, desde el infinito
hasta el punto 2 a través de la recta radial, seria

k4
\/X2+g2+22

Esta dltima funcion es muy importante ya que podemos afirmar que el campo
eléctrico € es un campo gradiente y que la funcién potencial del mismo es pre-
cisamente esta funcién

o(x, y z)=-—

k4
\/X:Z_l_(lj:/_l_z.:z

p(x, Yy z) =~

. . . . — k s
Si escribimos el campo eléctrico de la forma &( x, Y z) = #
(X Hy +z7)7"

kay = J i —k, la afirmacién que hacemos se puede com-
(X~ +g ‘4 z2)? (X +3 +z" )"
probar viendo que V¢ = —L + a"’ J + a‘”le = €, es decir, verificando que
o _ k qx 0@ _ kay

ox (x* + 52 + 22)3/2’ a(tj (x~ + (zf' + 22)3/2’
de _ kqz
0z  (x° + gQ + z%)

z/2 "

Te invitamos a hacer estas comprobaciones; de hecho, en el problema 9 de
la Tarea 8 se te pide explicitamente que lo hagas, aunque en aquel caso el
campo eléctrico se considera definido en el plano mds que en el espacio tri-
dimensional.

Finalmente, en este punto queremos calcular el trabajo que se realiza conside-
rando este campo eléctrico a lo largo de ciertos circulos que describiremos a
continuacion.

Consideremos una esfera con centro en el origen o punto donde se ha coloca-
do la carga eléctrica. Cortemos la esfera con un plano que pase por el origen,
la curva de corte es una circunferencia. Afirmamos que el trabajo del campo
eléctrico a lo largo de esta circunferencia es 0. La razén es simple: como el
campo eléctrico es perpendicular (al ser radial) a la esfera, lo es en cada pun-
to de la circunferencia, y asi podemos utilizar el calculo especial del inciso b)
del punto anterior que nos dice que, en efecto, bajo esta circunstancia, el tra-
bajo es 0.

El campo magnético de una linea de corriente. Consideremos ahora al campo
magnético generado por una linea de corriente eléctrica de intensidad [
coulombs por segundo, a lo largo de una recta infinita.
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Si tomamos un punto de la recta infinita que modela la linea de corriente y
colocamos un plano xy con el origen en el punto y perpendicular a la linea,
el campo magnético en el punto P(x, i) generado por la corriente que pasa por
la linea, estd dada por la férmula

L+ -yi +

r Xty

B(x, y) = fo.l—

donde 1 es la intensidad de la corriente que suponemos constante, r = {/x~ + 52

es la distancia del punto (x, g) al origen (o a la linea) y k es una constante.
Veamos algunas caracteristicas de este campo.

i) La magnitud de este campo es ‘E(x, g)‘ = %’ (te invitamos a comprobarlo);

esto dice que los puntos que estin a la misma distancia (en una misma circun-
ferencia con centro en la linea) tienen un campo magnético de la misma
magnitud. Ademds, dice que esta magnitud es inversamente proporcional a
la distancia del punto al origen (grosso modo: a mayor distancia, menor
magnitud del campo magnético).

i) El campo magnético B es perpendicular al campo de los vectores de posi-
cién, esto es, al campo P(x, Y = xi + gj Esto puede comprobarse
efectuando el producto punto entre estos dos campos y observar que el re-
sultado es 0. Veamos.

Observemos que & puede escribirse de la forma B( x, Yy =- kL Yi+ B x J
r r

N T S ) A e = _kl kL, .
Por lo tanto, P—( r:gL-l-r:,XJ) (xi+ yj) = Cyx+ Lxy=o.

Si B es perpendicular a los vectores de posicion y estos son radiales, entonces
los vectores del campo magnético B son tangentes a los circulos con centro en
el origen.

Las caracteristicas del campo magnético sefialadas en i) y ii) son ilustradas en
los siguientes dibujos:
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Coanmpo magnético en Los puntos de un clrculo Ewn esta vista del campo magwético, La Linea
con centro en La Linen de corviente. dle corriente es perpendicular a La hoja de

papel donde estd el dibujo, Y la corriente se
desplaza hacia el frente.

Cabe aclarar que el sentido en que estdn colocados los vectores del campo mag-
nético en el dibujo, concuerda con la direccion en que se mueve la corriente, y esto
puede ser explicado con la regla de la fisica llamada “regla de la mano derecha”.

Calculemos ahora la integral de linea del campo magnético B a lo largo de
toda una circunferencia de radio = con centro en la linea de la corriente y
colocada en un plano perpendicular a la misma linea siguiendo la direccién
que indican los vectores del campo. Esta magnitud corresponde a lo que se
llama circulacién del campo magnético.

Con las caracteristicas que hemos exhibido en los incisos i) y ii), tenemos que la

magnitud del campo es constante, y su valor es é en todos los puntos de la cir-
cunferencia. Ademads, este campo es tangente a esta curva en cada punto de ella.

Procediendo como lo hicimos en el inciso a) de la “Consideracion 5. Calculos
especiales de la integral de linea”, tenemos que:

JE “dl = Hg‘dt cos (0) = ‘EH&/L = ‘T; + longitud de la circunferencia = &' = 27kl
Cc C

Como puede verse, esta magnitud tiene un valor que no depende del radio =
de la circunferencia. Esto se debe a que la magnitud del campo disminuye a

medida que tomamos circunferencias con radios cada vez mayores. Ambos se
compensan mutuamente.

También se aprecia que la circulacién del campo magnético es proporcional a
la intensidad 7 de la corriente, con lo que hemos comprobado, en este caso, la
ley de Ampere, que asegura que en un lazo cerrado, la circulacién del campo
magnético es proporcional a la intensidad / de la corriente que pasa por el
interior del lazo.

7. Las familias de curvas ortogonales y los sistemas de coordenadas

Al margen de contextos fisicos, una funcién de dos variables tiene asociadas dos fa-
milias de curvas ortogonales (en cada punto, la interseccién entre dos curvas, una de
cada familia, se da en dngulos rectos): la familia de curvas de nivel y la familia de
curvas de mdximo crecimiento. Otra manera de ver este par de familias ortogonales
es: la familia de curvas de nivel y la familia de las lineas del campo gradiente de la
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funcion. El siguiente ejemplo nos permite revisar algunas ideas que hemos discutido
en los puntos anteriores respecto a estas familias de curvas ortogonales.

Terminaremos este punto con una aplicacién muy interesante que contextualiza los
resultados obtenidos en la situacién tratada.

Ejemplo. Consideremos la funcion z = £ (x, 3) =16 —X =2y

a) La ecuacion de la familia de curvas de nivel de la funcion.

La ecuacién correspondiente a la familia de curvas de nivel de una funcién
z =7, 3) es, en general, £(x, (zj) = ¢; en este caso tenemos 16 —x* — 244 =¢,
que puede ponerse de la forma

X t2y =c.

Cambiando el signo y unificando las constantes en una sola, ;qué tipo de cur-
vas son? Estas curvas son elipses, con los ejes mayor y menor sobre los ejes
coordenados.

b) La ecuacion de la curva de nivel que pasa por el punto P(1, 1).

Se consigue ajustando el valor de la constante en la ecuacién general:
Xty =c.

El valor de ¢ debe ser =, que se consigue sustituyendox =1y y =1 en la ecua-
cion x* + 24 = ¢; es decir, la ecuacion es x* + 24" = =.

Enseguida presentamos la gréfica de la elipse correspondiente a la ecuacién
X2y ==

2/2

(1, 1)

Vvz/2

|
&
N

¢) La ecuacion de la familia de curvas ortogonales a las de nivel (las lineas del
campo gradiente).

La idea bésica es construir primero la ecuacion diferencial de estas curvas y lue-
go resolverla para obtener lo que se pide. Ahora bien, la ecuacién diferencial de
la familia de curvas ortogonales puede obtenerse utilizando cualquiera de los
dos métodos que se indican. Por supuesto, se debe llegar al mismo resultado:

Método 1. Obtener el campo gradiente de la funcion dada y tomar las pen-
dientes de sus lineas de campo.
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Método 2. Construir la ecuacién diferencial exacta de la familia de curvas de
nivel de £#(x, y), de ahi despejar ’:—3 (que resultan ser las pendientes de las cur-
X
vas de nivel) y utilizar la perpendicularidad entre curvas para obtener j{—fj de las
X

ortogonales tomando el reciproco y con signo contrario de las pendientes
anteriores.

Obtengamos ahora la ecuacién diferencial de la familia de curvas ortogo-
nales a la familia de las curvas de nivel que tenemos, utilizando los métodos
que se indican:

Aplicacion del método 1. A partir del campo gradiente de la funcion.

El campo gradiente de z=£(x, y) =16 —x* — 24" es Vix, y = g—i (x, Yk
+ 3—2 (<. Y J = —2xi—4 Y J» por lo tanto, las pendientes de las lineas del

campo gradiente, que son las curvas de maximo crecimiento y ortogonales a
las de nivel, son:

of
a o -4 a 2
_523_32_3, o sea: _3:_3_
dAx %f —2x dAx X
IX

Linen del campo de V£ .
Y=y P2 »

Aplicacion del método 2. Tomando el reciproco y de signo contrario de las
pendientes de las curvas de nivel.

La ecuacion de las curvas de nivel es x* + 2y* = ¢, por lo tanto, su ecuacion
diferencial es (tomando diferenciales totales en ambos lados de la ecuacidn):

— A ; Ay : LAY —ox. LAY X
2xax + 4 gdg =0; despepjlando 5S¢ tiene que: = ag es decir, = oy
Entonces las pendientes d—g de las curvas ortogonales son reciprocas y de signo

X

. . . d 2 .,
contrario a las pendientes de las curvas de nivel; o sea, d_g = 29 esla ecuacion
X X

diferencial de la familia de curvas ortogonales.

Observemos que obtuvimos la misma ecuacién diferencial con ambos proce-
dimientos.

Si resolvemos esta ecuacion diferencial, encontraremos la ecuacién (sin dife-
renciales, por supuesto) de la familia de curvas ortogonales a las de nivel. La
resolveremos utilizando el método de separacién de variables.
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d)

., d 2 . d ,
De la ecuacion 22 = ZZ se tiene que 24 = 24x,
ax X Y X

Integrando en ambos lados, se obtiene L y=z2lnx+ine, donde se ha
agregado una constante puesta en forma conveniente para aprovechar las
propiedades de los logaritmos. Esta tltima ecuacién puede reescribirse asi:
ln y = ln (ex7) y, aplicando exponenciales a ambos lados, se tiene que y =
cx®. Luego, la ecuacion de la familia de curvas ortogonales es:

y=cx.
Esta corresponde a la familia de todas las pardbolas verticales que tienen su
vértice en el origen.

Ecuacion de la curva ortogonal que pasa por el punto P(1, 1).

Sustituyendo x =1y iy =1 en la ecuacion y = cx” se tiene que ¢ debe ser 1; 0
sea, la curva ortogonal que pasa por (<, 1) es la parabola con ecuacién

y=x-

Grdficas en un mismo plano coordenado de la curva de nivel y la curva orto-
gonal que pasan por el punto P(1, 1).

f) Contextualizando el ejemplo.

En este inciso consideraremos un problema de cinemadtica que puede ser re-
suelto tomando en cuenta la curva ortogonal que encontramos en los incisos
anteriores. El problema es el siguiente: imaginemos que la grafica de la
funcién z = £ (x, y) =16 — x* — 244 es una superficie donde gotas de agua
pueden deslizarse sin friccién. Supongamos que en el punto de la superficie
&(1, 1, 12) se coloca una gota de agua, ;qué trayectoria seguird la gota de
agua en su descenso sobre la superficie?

Aceptemos un principio de la Fisica, el de minima accion, que dice que la gota
de agua seguira el camino por el que el descenso sea mds rapido.

Observemos que el punto &(1, 1, 12) se proyecta al plano xy en el punto
P (1, 1). Cualquier trayectoria en la superficie que pase por & se proyecta en
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una curva en el plano xy que pasa por 2. En particular, la trayectoria de la gota de
agua, la de mas rapido descenso, proyectara una curva en el plano que al seguirla
se consigue siempre el mayor decrecimiento de los valores correspondientes de la
funcion #(x, y), es decir, de las alturas. Por lo tanto, la trayectoria de la gota de
agua en la superficie es proyectada en una curva sobre el plano xy que debe ser
ortogonal a las curvas de nivel. La curva de maximo crecimiento obtenida corres-
pondiente al punto 7 (1, 1) en la discusion de la SP-13, es ¢ =x". Si por cada pun-
to de esta parabola colocamos el punto correspondiente en la grafica de la funcion
z=7(x, (lj) =16 —X —2Y, obtendremos la trayectoria solicitada. También
se puede visualizar como la curva de corte entre la grafica de la funcién y el
“cilindro” que corresponde a la grafica de iy = x". Ve el siguiente dibujo.

z=16-X -2

(1,1, 13)

Curva descenso

de la gota.
<« 9

&
@
S

NN
I
L

8. Sistemas de coordenadas ortogonales

Dibujemos algunas curvas de nivel y algunas ortogonales de las familias correspon-
dientes obtenidas en el punto anterior.

Elipses de la familia x* + 247 = € y pavdbolas de la fanilia y = cx* . cada elipse
Y caola pardboola forman un dngulo recto cuando se tntersecan, cada familin de
curvas es ortogonal a la otra.
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A excepcion del origen, cada punto del plano pertenece solo a una curva de cada
familia. Si tuviéramos una enumeracién para cada familia de curvas, una especie
de etiqueta para las curvas de cada familia, se tendria un modo diferente al siste-
ma coordenado rectangular o cartesiano de ubicar los puntos del plano: se dirfa,
por ejemplo, que ese punto estd en tal curva de nivel y en esta ortogonal. Este es
el principio bésico de las coordenadas en el plano: dar dos familias de curvas en
las que cada punto pertenezca solo a una de cada familia; en particular, si estas fa-
milias son ortogonales, estamos con sistemas coordenados ortogonales.

El sistema cartesiano estd caracterizado por las familias de “curvas” ortogonales
dadas por las ecuaciones: x =¢, y y = ¢, (rectas verticales y horizontales, respecti-
vamente). Decir en este sistema que el punto P tiene coordenadas (1, 2) equivale
a decir que el punto # esta en la interseccion de las curvas (rectas en este caso)
ortogonales x =1y y = 2. Observa el siguiente dibujo.

Y

P(1[2)

X =-2 X ==
X =0

Sistemn de coordenadas rectangulares

9. Coordenadas polares

Retomamos el campo de los vectores de posicion de los puntos del plano, F(x, Y =
Xt + Y j- Es fécil verificar que este campo es gradiente y que proviene de la funcién

potencial ¢(x, y) = % + ‘% . Cada vector del campo es radial, por lo que las lineas

del campo son las rectas que pasan por el origen. Por su parte, las curvas equipoten-
ciales tienen como ecuacion x* + 4~ = ¢y corresponden a circunferencias con centro
en el origen. Esto se ilustra en la siguiente figura:

Y

Lineas del campo i?(x, g) =x + (zjjg Sus curnvas equipotencinles.
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Estas familias de curvas ortogonales, las lineas rectas que pasan por el origen y las
circunferencias con centro en el origen, son la base del sistema de las coordena-
das polares. Este sistema de coordenadas es muy importante en la Fisica ya que
muchos fenémenos pueden describirse y entenderse ficilmente con este tipo de
coordenadas. Enseguida presentamos los elementos basicos de las coordenadas pola-
res y después describiremos el campo eléctrico y el magnético con estas coordenadas.

Cada punto 2 del plano (excluyendo el origen) es la interseccion de una de esas rec-
tas y una de esas circunferencias. Ubicar un punto del plano con coordenadas polares
consiste en precisar cudl es la recta y la circunferencia a las que pertenece. Las rectas
que pasan por el origen son “etiquetadas” por medio de los dngulos que forman con
una recta de referencia que cominmente se toma como el eje x; las circunferencias
se etiquetan por medio de sus radios. Dado un punto & del plano se puede estable-
cer sus coordenadas polares tomando el radio + de la circunferencia a la cual pertene-
ce y que corresponde a la distancia de 2 al origen, y el dngulo 6 que se forma con el
eje x positivo y el segmento de recta a la cual pertenece 2y que lo une con el origen
(este dngulo se mide en radianes y en sentido contrario a las manecillas del reloj). En-
tonces el punto P en coordenadas polares se escribe asi: 2(r, 0).

X

Coordenadns polares ¥y 0 de un punto.

Se pueden determinar ecuaciones que relacionen las coordenadas polares y las
coordenadas cartesianas de un punto en el plano; esto nos permitird pasar de un sis-
tema de representacion a otro; es decir, dadas las coordenadas cartesianas del punto
P se pueden encontrar sus respectivas coordenadas polares, y viceversa. Estas
ecuaciones se pueden determinar analizando la figura siguiente.

Ecuaclones que velaclonan coordenndas cartesianns Y polaves de un punto.
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Asi como en el sistema cartesiano las rectas verticales y las horizontales, que son la
base de este sistema de coordenadas, tienen asociadas las ecuaciones mds simples,
por asi decirlo, x =¢, y y =¢_, con las coordenadas polares los dos sistemas de curvas
base tienen las ecuaciones mas simples en términos de las nuevas variables: r = ¢,
para las circunferencias con centro en el origen y 6 = ¢_ para las rectas que pasan por
el origen.

El sistema de dos desigualdades en coordenadas cartesianas, x, Sx<x y y Sy<y,
tiene como gréfica el rectdngulo que se ilustra en la siguiente figura.

Yy -{----- .

En coordenadas polares, los puntos que satisfacen el sistema de desigualdades:
r,<r<r y6 <60<6_forman un sector de un anillo (sector anular) cuyo dibujo mos-
tramos enseguida.

\Qﬂ

10. Campos vectoriales en coordenadas polares

Un campo vectorial asigna un vector en cada punto del plano; en coordenadas carte-
sianas, un campo vectorial se escribe, en forma general, de la siguiente manera:

Flx y) = MO i+ NGk y) .

Con el propdsito de comprender la forma en que un campo vectorial puede expresarse
en coordenadas polares, conviene revisar algunos aspectos involucrados en la expre-
sion dada con coordenadas cartesianas.

Coloquemos en el punto P(x, y) el vector F(x, Y); este vector se puede descomponer
en los vectores mM( x, g)z y N(x, 5)3’ estos vectores son multiplos respectivos de

los vectores unitarios ¢ y J’ (los muiltiplos M(x, ) y N(x, ) son nimeros reales que
dependen de las coordenadas (x, y) del punto #). El punto 2 es la interseccién de dos
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rectas, una horizontal y otra vertical, precisamente las que pertenecen al par de
familias ortogonales que son la base del sistema cartesiano. A partir del punto 2 se

coloca sobre la horizontal en sentido positivo el vector i, y sobre la vertical, j Ve la
siguiente figura.

/ Ple i) = Nlo )i + M ) ]

P y) Nx, g)f

Un punto 2 con coordenadas polares se escribe, en general, asi: 2(r, 8). Esta notacion
indica que el punto 7 estd en la interseccion de la circunferencia de radio » con centro en
el origen y la recta que pasa por el origen correspondiente al dngulo 6 (la circunferencia
y la recta que pasa por el origen son curvas ortogonales pertenecientes, precisamente,
al par de familias de curvas ortogonales que dan lugar a las coordenadas polares).
Coloquemos en el punto 2 (r, 6) el vector correspondiente a un campo vectorial que
se denota por g (r, ). Coloquemos un vector unitario, partiendo de  sobre la recta
que pasa por el origen, en direccidn “hacia fuera” o alejandose del origen, y nombrémos-
lo ¢,. Sobre la circunferencia, en sentido contrario a las manecillas del reloj y partiendo
de P, coloquemos otro vector unitario, y llamémoslo é,. Entonces, el vector G(r, 0)es
la suma de dos vectores perpendiculares y miltiplos de los vectores unitarios &, y &g,
donde los niimeros por los que se multiplican estos vectores unitarios dependen de las
coordenadas del punto; es decir,

G(r,0)=9,(r,0)¢ + g.(r, 0,

donde g (r, 0) y g_(r, 6) son funciones con valores reales.

<
I
©
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En coordenadas cartesianas es relativamente sencillo describir campos cuyos vec-
tores son siempre horizontales o verticales, esto es, siguiendo las familias de rectas
ortogonales, base de las coordenadas cartesianas. Tomemos por ejemplo los campos:
a) Fx, y) =L, b) Flx, y) = -2, ¢) Flx, y) = xjy d) F(x, y) = xi, cuyas
gréficas se muestran a continuacion.

Y g
X X
campo Fix, Y -7 Canpo Flx Y= ’Qj
Y Y
X X
Campo Flx, Y = xj Campo Flx, Yy = i

Es razonable esperar que con las coordenadas polares sea relativamente sencillo descri-
bir campos cuyas lineas coincidan con las de los sistemas de curvas ortogonales que
generan este tipo de coordenadas. Veamos los siguientes ejemplos: a) 5(r, 0) = &g,

[N

observa que aqui g,(r, ) =0y g.(r, 0) =1; b) G(r, 0) = &,: ¢) G(r, 0) = —éy;

= L r
d)g(r, 0) = ré,.
Estos campos vectoriales ya habian sido considerados en esta misma unidad, solo que
habian sido escritos en coordenadas cartesianas. Por ejemplo, el campo magnético
. . R —yitxj —yitxj . .
descrito en la consideracion 7, B( x, g) =kl % =kl ‘Z—QJ, tiene como lineas
r X"ty
de campo las circunferencias con centro en el origen, y magnitud £%; sus vectores van
en contra de las manecillas del reloj. Este campo descrito en coordenadas polares
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queda asi: B(r, 0) = ’%129, que corresponde, salvo por una constante, al campo dado

en ¢). El campo en d) corresponde al campo de posiciones xi + 35 (observa que su

magnitud es (| x~ + 32 = r). De hecho, los vectores ¢, y €y son descritos asf en

coordenadas cartesianas:

ey .y

_ér = = &9 .
'Kﬁ + 52 'XQ +‘y2

= /D
0=x/2 6 =x2
SNNXNNAA VA R
P e =L NN NN
s RN S
O e S NN NN\ N SNSNNNANSNA LA~
VR ERE NN N CNLNLNLN SNSNANANA A it
Ll L e e SNNN NN N SNNSANAN A
Ll S =SNNN N NN PRI AT AN NN NEN W i
L Ll )Ll =~ NNNA NN PERERRC RN N NN P A s
1177770 ec——~NNNNAN AN ——— e e XN\ 2 A S L
llll/////‘/\'\'\'\'\'\}}}} 0=
N 50 = o = =0
e e e e e e
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CAMUPO L 0) = >
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6=x/2 0=x72
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Nota que mientras £ y J son los mismos en cualquier punto, en cuanto llevan la misma
direccion, ¢, y €4 dependen del punto donde sean colocados. ¢, coincide con ¢ en los

puntos del eje x positivo, pero en el eje y positivo coincide con J: € coincide
con J en el eje x positivo, pero en el eje y positivo coincide con —<.

11. El vector gradiente en coordenadas polares

Retomemos el contexto de la distribucién de temperaturas en una placa, en aras de
mejorar el entendimiento de las ideas que a continuacién discutiremos. Si 7-es la

Tema 2.4  Derivada direccional, curvas de maximo crecimiento y lineas de un campo ® 167




168 © Unidad 2

funcién de temperaturas, es claro que la temperatura en cada punto de la placa es la
misma independientemente del sistema coordenado que se emplee para sefialar
en especifico la correspondencia de la temperatura con los puntos de la placa. Las
isotermas (curvas donde todos los puntos tienen la misma temperatura) siguen siendo
las mismas, solo variard el modo de representarlas segtin el sistema de coordenadas
que se utilice.

Dado un punto de la placa, habrd una direccidn, independientemente del sistema de
coordenadas, donde la razén que cambia la temperatura respecto al avance en esa
direccidn sea maxima. En todo caso lo que puede variar son los valores de las razo-
nes de cambio, pero por el empleo de unidades distintas de medicién, los valores son
cambiados de escala; sin embargo se mantienen las relaciones entre ellos. Es decir, el
gradiente no cambia (direccién y magnitud) independientemente del sistema de coor-
denadas, no asi la representacion que de €l se haga en cada sistema.

A continuacién describiremos el gradiente de temperatura en el sistema de coordena-
das polares. También arribaremos a su descripcion de dos maneras distintas: con la
primera, la forma del vector gradiente se determinard a partir de la observacion de
que al hacer el producto punto de este con el vector infinitesimal de desplazamiento,
se debe obtener el diferencial de temperatura; con la segunda, se parte de que ya se
conoce el gradiente en coordenadas cartesianas y se hacen las sustituciones y cambios
de variable pertinentes. De hecho, en esta segunda forma de hacer surgir el gradiente
en coordenadas polares se involucra un proceso de derivacién conocido como regla
de la cadena para funciones de dos variables.

a) Supongamos que la temperatura en cada punto (r, ) de la placaes 7= 77(r, 0).
Si del punto de la placa con coordenadas (r, §) nos movemos al punto con
coordenadas (r + dr, 6 + d6) (ve la siguiente figura), el diferencial de tempe-
ratura correspondiente es:

4 N

Placa

N —

A su vez, este diferencial de temperatura debe ser 47 = V7 - dL, es decir,
el producto punto del vector gradiente con el vector infinitesimal de despla-
zamiento.

Al observar sobre la siguiente figura, podemos establecer la siguiente formula
para el vector AL

Al = dré, + rdOzy.
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Placa

El vector gradiente, aunque desconocido, debe ser del estilo:

V71(r, 0) =9g,(r, 0)é +g.(r, 0)é (2.9)

y debe cumplir que A7 = V7(r, 0)- dL = L(r, O)dr + Z(r, 0)d0, 0
sea, (g,(r, 0)e, + g,(r, 0)ég) - (dré, + rd0éy) = aa—:(r, 0)dr +

%—g(r, 0)4 6. Por lo tanto, se debe cumplir que:

9.(r, 0)dr + g_(r, O)rd0 = (v, O)dr + 2(r, 0)d0.

Esto nos lleva a que si g, (r, 0) = aa—g(r, 0yag,(r0)= %—Z(r, 0), esto es,
a.(r, 0)= f%—g(r, 0) se cumple el requerimiento planteado al principio.

Es decir, el gradiente en coordenadas polares queda establecido de la siguiente
manera:

V7 6) = aa—t(r, 0), + %Z—Z(r, 0)z,.

Supongamos de nuevo que la temperatura en cada punto (r, 6) de la placa
es 7=7(r, ). Como ry 6 son funciones de x y Y- es decir, r = r(x, 3) y
6 = 0(x, y), la temperatura puede verse como una funcién de x y y, diga-
mos 7 = g(x, 5); es decir:

T=7(r,0) =T (r(x, ), 0(x, ) = Gx, y) [observemos que la expresién
qlx, y)noes 7(x, yl.

Entonces, una segunda forma de arribar a la férmula del gradiente en coorde-
nadas polares es partir de la férmula del gradiente en coordenadas cartesianas
y transformarla en una que contenga las variables de las polares; esto es, ya sa-
bemos que si la temperatura estd dada en términos de x y y, el gradiente de

temperatura se da por la formula V g(x, Y= aa—f(x, 5)2 + g—:( X, 5);’. Se ne-

cesita entonces traducir esta férmula en otra en términos de 7, ry 6, ademas
de los £ y J en términos de los vectores ¢, y ég.
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Regla de la cadena

El diferencial de temperatura en coordenadas polares es:

AT = a—r(r 0) dr + a—(r 0)6) .

Sabemos, ademds, que r = r(x, 3) y 0 =0(x, 3), por lo tanto, podemos obtener su
diferencial en términos de x y y:

dr = —(x <zj)a’/c + —3(,<, 5)0/5 y 460 = 8_ (x, <g)al,'<+ a—g(x 3)dg

Sustituyendo las expresiones para ar'y 460 en A7y agrupando tenemos:

AT = %—T(V 0) dr + a—(r, 0)d 0
Vv

ar = a—7—(r 0)( (x, 5)p/x+s—;(x, g)plg)+

0
—T(r 0)(—()< Yax +—g(/<, g)dg)

or dr oT
ar = (E(r, 9)5( LY+ —(r, 9) (x, g))dx +

oT or
—(r, O—(x, y)—(r, 0
(ar (r )ag( 3) (r ) 5(% g))dg

Observando que las funciones entre los paréntesis son funciones de x y de y, ya que
tanto  como 6 dependen de estas variables, y tomando en cuenta que el diferencial de

temperatura también es 47 = i_))—q( X, 5) ax + a—q(x, 5)‘7/3’ se tiene entonces que:

Iy
Sk ) = S(rtx g0 ) -
%_:(r, e)?—:(x, ) +aa_70‘(,, g)g_j(xl "
?9_;(’(’ 2 %_:(V(Xr Y.0x y) =
?)_j:(r 2w (x, Y+ 70—(;/, 9)3—2(& ), 010

que es un caso especial de lo que se llama regla de la cadena para funciones de varias
variables.

170 © Unidad2  Introduccién a las derivadas, diferenciales e integrales en el cdlculo de varias variables




1 = = 2 2 a_r = X =
En particular, como r = r(x, y) = NS Yy~ entonces - —— = cos 0

X +g
porque x = r cos 0; también,g—” = ,‘Ij = = sewn  porque y = rsen 6.
Y x‘+31
-2
Ademas, 0 = 0(x, y) = arctan (4 entonces 2 = —= = — = _L cpp 0;y
~ o 1+(£>2 <ty "
z
98 = E = X =L cos 6
p) 2 2 2 v :
Y 1+(g) Xty
X
Sustituyendo en (2.10), tenemos que:
o 0= orT or 10T
— W y) = —I\rx v, 0(x =—(r 0)cos - ——(r,0)sen
Ly ax(”( Y. 0% ) S (5 0) 005 0 = — = (1, 0) sew.
0 oT oT 107
5(;(, Y = a—y(r(x, Y. 0k y) = 5, 0) sen 0+ == (1, 6) cos 0.

Volviendo a la férmula del gradiente de temperatura en términos de gV7{(r, 0) =

_ g s, g = o . . .
Vg (x, g) = (x, g)b + % (x, g) J- Si sustituimos las expreswrles anteriores en

esta formula y tomamos en cuenta quez = cos 0¢, —sen 0¢p; j = sen 0¢, +
cos Oégy (ve el problema 11 de la Tarea 8), se tiene:

Ve 0) =22 (v 0)00s 6 - 22T (1. 0)cem 8| (cos 62 - sew 07,)
J r 00

r

(27 0rsen 8 +227 (1 0)c0s 8 |(sen 62, + cos 67,)
or r 00

Agrupando y considerando que sew” 0 + cos® 0 =1, se llega a:

107 -
9 (V, 0)609

V7, 0) = %—:(r, 0%, + =

que es la misma férmula que obtuvimos para el gradiente en el primer modo que
utilizamos.
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O ————— Hwiiman 2 Tenvn 2 44—
—  WNIUALD e TRV et
. Obtén la derivada direccional de z en el punto # dado y en la direccién indicada.
a) z="f(x, g) =yey,P= (0, 2); direccion hacia el punto (5, 7).
b) z=f(x,g) =x"cos (xy); P = (v, Nm)  ; direccién indicada porv = 40 + j
A z=£f y)=ln (< + y" +1); P=(0, 0), direccion 0 =—

d) z=£, g) =xe%; = (1, 1); direccion hacia el punto (z, 4).
e) z=*x, <g)=s.cw (xg);P=(O, 0); direccién indicada porv = :2L7 + :Zj.
f) z=F, 5) =xln (52 +1); P=(1, 2), direccion 6 = /3.

2. Latemperatura en °c en cada punto de una placa en la cual se ha colocado un sistema coordenado cartesiano
e 7 2 2 . . .z
esta dada por la férmula 7(x, g) =100e* ~Y . Al empezar a movernos a partir del punto 2(1, =) en la direccion

0 = %, ¢la temperatura aumenta o disminuye? ;En qué direccién 0 se debe partir para conseguir el maximo
aumento de temperatura?

3. En cadainciso desde a) hasta g), tenemos una funcion de temperatura 7 (x, g) en una placay aun punto
P =(x, y.) de la misma. Obtén para cada caso:

i) Un vector que indique la direccién en la cual es maxima la derivada direccional de T en el punto 7.
ii) El valor méximo de la derivada direccional en el punto 2.
iii) Un vector que indique la direccidn en la cual es minima la derivada direccional de T en el punto 7.
iv) El valor minimo de la derivada direccional en el punto 2.

v) Obtén la ecuacion de la isoterma que pasa por 2. Haz un dibujo con la grafica de la isoterma, el punto 2y
los vectores de i) y iii). ;Qué dngulo se forma entre la isoterma y los vectores?

a Tk y=x+y+9 P=(2,4)
b) Tk y)=y-2x  P=(1,5)

) 7T(xy = % P=(2,4)
X

d) T(,r,g)=g—/<2 P+ (=,10)
e T(x y = x —% P=(2,4)

L
) T7(x y) = % P=(2,4)

9 Ty =y-¢  P=(04)
4. En cada inciso desde a) hasta e) tenemos una funcién de temperatura 7(x, 5) en una placa. Para cada caso:
i) Obtén la ecuacion general de las isotermas.
ii) Obtén la ecuacién general de las curvas ortogonales a las isotermas.

iii) Haz un dibujo que muestre las gréficas de algunas isotermas y algunas de sus curvas ortogonales; sefala
en el dibujo los puntos donde las curvas se intersecan.

a) T y) =Xty +9
b) 7, y) =y —=2x
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Y

X

A 7(xy =

d) T Y=y

e) T yl=y-¢
5. Lineas de campo y curvas equipotenciales.
— 2y = T B = = -
Considera a los campos: i) F = :jL + =, i F = -e*l + JVYiiF = Yi+ ,(J.Para cada uno:
X X

a) Verifica que es gradiente.

b) Obtén la ecuacion diferencial de las lineas del campo.

¢) Obtén la ecuacién de las lineas del campo.

d) Obtén la funcién potencial.

e) Obtén la ecuacion de las curvas equipotenciales.

f) Obtén la ecuacién diferencial de las curvas equipotenciales.
g) Haz un dibujo mostrando en el plano xy algunas lineas del campo y algunas curvas equipotenciales.
6. Considera si el campo F(x, g) = gz a4 :2)(7 responde a lo siguiente:

a) ¢Es gradiente? Comprueba.

b) Obtén la ecuacion diferencial de las lineas del campo.

¢) Encuentra la ecuacion de las lineas del campo.

d) Halla la ecuacion diferencial de la familia de curvas perpendiculares a las lineas del campo.

e) Obtén la ecuacion de la familia de curvas perpendiculares a las lineas del campo.

f) Haz un dibujo mostrando en el plano xy algunas lineas del campo y algunas curvas perpendiculares.
oy _ —xi-
r:—(x,g)| \/xz s

a) Muestra que F es radial hacia dentro, i1 es radial hacia dentro unitario, y & es circular y va en sentido de
las manecillas del reloj.

7. Considera a los campos F( x, Y = —xi — gj U(x, Y = | ‘Z{ya(x, Y = 32 - xj'.

b) Considera la region en el plano xy limitada por dos segmentos ¢, y ¢, de circunferencias con centro en
el origeny de radios ryr, respegtlvamente, y dos segmentos radiales ¢ y Z, dgl rectas que pasan por el
origen formando un dngulo « radianes entre ellas, como se muestra a continuacion.




Considerando que en los segmentos circulares se hace un desplazamiento en contra del movimiento de
las manecillas del reloj, y en los segmentos lineales el desplazamiento es hacia fuera (alejdndose del ori-
gen), calcula las siguientes integrales de linea usando los calculos especiales vistos en la consideracion 5:

[F-di|7 difa-di|i-di[q-di;[G-dl[&-dli[& - di.
@, @5 L, L, @, @ L, L,

Fley _ xi+y]
|;()<, g)| \/)(2 + gz

8. Considera a los campos: F( x, 5) = KZ a4k 57' u(x, 5) = yG(x, 3) = 52 — /‘7-

Sila curva ¢ es la unién de todos los segmentos (circulares y radiales) del ejercicio anterior, recorrida en senti-
do contrario a las manecillas del reloj, calcula la integral de linea usando los célculos especiales de la conside-
racion 5, a lo largo de la curva ¢ para cada uno de los campos dados.

9. Si el campo eléctrico que genera una carga puntual positiva de 4 coulombs colocada en el origen, en coorde-
nadas cartesianas es:

xf+gj’+zE

E(x, Y 2z =kq -t

(X:Z + (lj:z + ZQ)
a) Verifica que la siguiente funcién es su funcion potencial.
R4
\/XQ + gZZ + ZZZ

b) Una funcion de tres variables, 1= £(x, Y z), tiene una familia de superficies de nivel (en lugar de curvas
de nivel) dadas por la ecuacién de tres variables: £ (x, Y z) = ¢. Si esta funcién corresponde a una funcion
potencial, se habla entonces de superficies equipotenciales.

p(x, y z) =

;Qué tipo de superficies son las superficies equipotenciales del campo eléctrico?
10. Consideremos la funcion z = ¢(x, g) =y
a) Obtén la ecuacién de la familia de curvas de nivel.
b) Halla la ecuacién de la curva de nivel que pasa por 2 (1, 2).
¢) Grafica algunas curvas de nivel, entre ellas la del inciso anterior.
d) Obtén el campo gradiente de la funcion.
e) Encuentra la ecuacion de la familia de las lineas del campo gradiente.
f) Obtén la ecuacion de la linea de campo que pasa por 7(1, 2)
g) Dibuja algunas de las lineas del campo gradiente, entre ellas la del inciso anterior.
h) ;Qué se puede decir de este par de familias de curvas?

11. Considera el siguiente dibujo, donde se muestran los cuatro vectores unitarios ¢, J’, Zor Eor
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a) Explica las siguientes férmulas tomando como base la figura anterior.
¢ =cos(0)i +tsen (0)] Y j =sen (0, + cos (0)é
b) Tomando ahora en cuenta ahora que g,y ¢, son vectores unitarios perpendiculares y que H yj’también lo
son, con base en la figura explica las formulas
é,=—sen (0 + cos (0)j Y i =cos (0)é, — sen (0)ép
12. a) En los puntos marcados de la circunferencia 1 coloca los vectores correspondientes del campo
F(I’, 0) = _%zr.
b) En los puntos marcados de la circunferencia 2 coloca los vectores correspondientes del campo
F(r, 0) = réy.
Y Y
2 2
'\/J X \\j X
Clreunferencia 1 Clricunferencia 2
13. Dibuja en el punto A el vector correspondiente a F(r, 0) = —r%?o; en B, el correspondiente a F(r, 0) =

(r + 1)é,,yen el punto ¢ coloca el vector g, — 2¢éy.

X
2
C

e
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)

Férmula general
para el flujo
y teorema de la divergencia

En este tema se construye una féormula general con base en argumentos de corte infinitesimal para
calcular el flujo de un campo vectorial a través de una superficie. Con este propdsito surgird de
manera natural el concepto matematico de integral de superficie. Constituida en herramienta del
pensamiento infinitesimal, esta integral permitird definir la divergencia de un campo y hacer evidente
el llamado teorema de la divergencia. A su vez, concepto y teorema seran participes de importantes
aplicaciones en el terreno de la electricidad y el magnetismo y en la mecdnica de fluidos.

En la siguiente Situacién-Problema retomamos la idea de flujo. Ya hemos discutido antes dos de las
situaciones que se proponen; volverlas a considerar aqui tiene la intencién de presentar un trata-
miento global y continuo del tema. Hay una situacién mdas que es nueva, pero no por ello complicada:
un fluido cuyo movimiento no es perpendicular a la compuerta por la que pasa. Se desea construir
una férmula para el flujo que contemple estos casos y a la situacién que serd presentada en la seccién
de consideraciones alrededor de esta Situacién-Problema.

Situacion-Problema 12 (SP-12)

a) Considera la compuerta sefialada en la figura siguiente, la cual consiste en los puntos
en el plano xy que satisfacen las desigualdades 2 < x< by ¢ < y < b, e imagina que en
cada punto de ella el agua la atraviesa perpendicularmente con velocidad constante
v, m/s, y en direccidn positiva del eje z.

Compuerta
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b)

c)

1. Dibuja el vector velocidad correspondiente al movimiento del agua en cada
una de las esquinas de la compuerta.

2. Si colocaramos el vector velocidad en todos los puntos de la compuerta, ;qué
figura se formaria?

3. Calcula el flujo de agua a través de la compuerta, en direccion positiva del eje =.
4. ;Qué relacién tiene este flujo con la figura del punto 2?

Ahora consideremos la compuerta descrita por las siguientes expresiones: 2 < x < 5,

1< y<5yz=0,ydenueva cuenta supongamos que el agua fluye a través de cada

punto de la compuerta, pero ahora con una velocidad de acuerdo con la férmula

Vix, y z) = yk.

1. Dibuja la figura que se formaria si colocaramos los vectores de velocidad
correspondientes a todos los puntos de la compuerta.

2. Calcula el volumen de la figura del punto anterior.

3. (Qué relacion tiene el volumen de esta figura con el flujo de agua a través de
la compuerta en direccion del eje z positivo?

N

Consideremos la compuerta anterior y supongamos que la velocidad del agua esta

dadaporv = oi + j+ Vzk.

1. Dibuja el vector velocidad correspondiente al movimiento del agua en cada
una de las esquinas de la compuerta.

2. Si colocaramos el vector velocidad en todos los puntos de la compuerta, ;qué
figura se formaria?

3. Calcula el volumen de la figura del punto anterior.

4. ;Qué relacién tiene el volumen de esta figura con el flujo de agua a través de

la compuerta en direccion del eje z positivo?

z

2
Compuerta
5

X
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Discusion de la Situacion-Problema 12

En el inciso a), el campo de velocidades es constante, va en direccion del eje z positivo
y es de magnitud v; en forma simbdlica y abreviada: v(x, y, z) = vk. Si coloca-
mos este vector a algunos puntos del rectingulo (la compuerta), incluidos los de las
esquinas, podemos tener una figura como la siguiente.

N

Al colocar el vector velocidad en cada uno de los puntos de la compuerta se formara
una caja rectangular cuya base es la compuerta, y la altura es v, la magnitud de v.

Ya que este campo de velocidades es constante, y perpendicular a la superficie en
cuestion (el rectdngulo), el flujo puede calcularse con la férmula

Flujo = £ (magnitud de la velocidad) x (4rea de la superficie).

Tomamos el signo positivo porque el agua fluye en direccién del eje z positivo y se
pide el flujo del agua a través de la compuerta en la misma direccién. Por lo tanto,
el flujo es F=(v) (drea de s) = (v) (b —a) (d — ¢), que coincide numéricamente con
el volumen de la caja y en donde s es el rectdngulo (la compuerta) cuyas dimensiones
son(b—a)y @ —e).

En el inciso b) el campo de velocidades estd dado por la funcién vectorial
V(x, Y, z) = yk,y laregion (la compuerta) que atraviesa el agua es el rectingulo
s::sz£5,1SyS5,z:o.
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Al colocar el vector correspondiente a cada punto del rectdngulo se forma la siguien-
te figura.

N

(=
9]

S

fe——y—

En la discusién de la SP-4, de la Unidad 1, calculamos el flujo de este campo a través del
rectdngulo s y en direccion del eje z positivo, que es lo que se pide aqui. En aquella
discusidn se presentan varias formas de calcular el volumen de la figura anterior, cuyo
valor coincide con el flujo que se nos pide (porque la direccién del fluido es la misma
que la del flujo que estamos calculando). Nos interesa reproducir aqui, con ligeras va-
riantes, la forma de calcular el volumen en la que se involucraron las integrales; si
bien es cierto que las otras formas de calcular el volumen (completar el volumen de
una caja o multiplicar el 4rea de la cara de enfrente por el fondo, por ejemplo) hacen
innecesario utilizar integrales, habrd muchas situaciones en las que este sera el tinico
recurso. Ademds, nos estamos encaminando a construir una férmula general para el
flujo que involucra una integral de superficie de la cual la integral que manejamos en
esta situacién-problema es un caso particular.

Si cortamos la figura con un plano paralelo al plano xz para algun valor de y (entre 1
y 5), aparece como el siguiente dibujo.

N

La region del corte es, en este caso, un rectangulo con base 3 y altura y, por lo tanto,
su area es A(g) =zy (depende del valor que tome 5); esta drea también puede verse
como la integral
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X=5
J‘X:2 f(x g) A x, donde £(x, g) =y Calculemos su valor:

X=5 X=5

x yebx = [ yebx; ahorabi i (es deci
L:Q 7( g) - YA x; ahora bien, como Yyesta fija (es decir, en el proceso de
integracion se le ve como constante) tenemos que

[ yax = g~ =5y -y =2y = aw.

Si multiplicamos 4 (y) por dy, formamos un diferencial de volumen dv =4 (y) dy
= =ydy; que representa el volumen de una rebanada de anchura infinitesimal dy
mostrada en el siguiente dibujo.

Al sumar todos estos diferenciales de volumen desde y=1 hasta Yy=5,s¢ tiene el
volumen de la caja; es decir, el volumen de la caja es la siguiente integral:

5:5
Vv = Ig:l 3ydg.
y=s )
Integrando y evaluando tenemos que v = = 32 = Z5 _ 2 = 26,
2%, 2 2

Al margen de lo obtenigo, el volumen se puede ver como el resultado de realizar dos
. . K= [ =5

tegral das: 1 5 g
integrales seguidas L:: 7 (x, y)d x, con la que se consiguid A(y), y J‘g:l A(Yydy:

mediante la que se obtuvo finalmente el volumen. En realidad se ha hecho una iteraciéon
de integrales, esto es, se realiza una y el resultado se vuelve a integrar. Este proceso de
doble integracion se representa por una integral doble que se escribe asi:

Y=5 (x=5
, y)axd y.
L o ey

Volveremos con este tipo de integrales en las consideraciones de la SP-12.

En el inciso c¢), el campo vectorial dado es v( x, Y =z = ol + j + =k, y el rec-
tdngulo s: 2S)<S5,1S3$5,z=0.
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Observemos que el campo es constante, pero una caracteristica que lo distingue de
los dos anteriores es que no es perpendicular al plano xy. Si colocamos los vectores
de este campo correspondientes a los vértices del rectingulo, obtenemos el siguiente
dibujo.

Al colocar los vectores del campo en cada punto del rectdngulo se forma la siguiente
figura: una especie de caja ladeada.

El volumen de esta caja es el drea de la base (el drea del rectdngulo ) por la altura,
la cual es V=, que corresponde a la longitud del cateto vertical del tridngulo mos-
trado en la figura anterior. Un argumento a favor de que este es el volumen es el
siguiente: si colocamos el vector V=k en cada esquina del rectangulo, sera evi-
dente que podemos recortar una parte de la caja ladeada (la parte que se “sale” del
rectdngulo, a la derecha) y colocarla en la parte que falta (del lado izquierdo) para
formar una caja recta de altura V= (ve la siguiente figura). Asf, el volumen es:
v = /= (dreade s) = V= (12) = 20.724¢ unidades cubicas.

En relacién con el flujo de agua a través del rectingulo s en direccion de R, afirmamos
que este es numéricamente igual al volumen de la caja ladeada, porque el espacio que
se llenaria en una unidad de tiempo con este fluido seria precisamente el de esta
caja, por lo que su valor es también 20.7<4 ¢, pero ahora en unidades cubicas por unidad
de tiempo. Por otra parte, si consideramos el campo de velocidades V=k, observamos
que su flujo a través del rectdngulo en direccién de R es el mismo que el flujo del
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campo que estamos considerando en este inciso de la situacién problema. Mientras
que el flujo del campo de velocidades v=k se identifica con el volumen de la caja rec-
ta de altura V=, el flujo del campo del inciso c) se identifica con el volumen de la caja
ladeada, pero, como hemos visto, sus valores coinciden.

Conviene revisar desde diferentes perspectivas lo dicho en el parrafo anterior, para
efectos de obtener, mds adelante, una férmula general del flujo:

a) El flujo del campo ol + j + V=k a través de la superficie S y en direccién de k
es igual al flujo del campo =k en direccién de k a través de la misma superficie.
El resultado general aqui es que la componente de la velocidad de un fluido que
contribuye al flujo es la componente en la direccidn perpendicular a la super-
ficie.

b) El producto punto entre el campo de velocidades v = of + j + v/zk (del fluido
cuyo flujo se calcula) y el vector unitario N = k (que da la direccién perpendicu-
lar hacia donde se calcula el flujo) es precisamente V=, la componente escalar del
campo de velocidades en la direccién del eje z positivo, por lo que una vez hecho
este producto sélo falta multiplicarlo por el drea de la superficie para obtener el
flujo. El resultado general aqui es que cuando el fluido se mueve con velocidad v
constante, pero no perpendicular a la superficie, el producto punto de la veloci-
dad v con el vector normal unitario N a la superficie en la direccién que se
quiere calcular el flujo nos da la componente escalar de la velocidad en dicha
direccion. Esta es la componente que contribuye al flujo, por lo que para obtener-
lo solo hace falta multiplicar dicha componente por el drea de la superficie.

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 12

1. Construccion de la formula general para el flujo

En este primer punto queremos construir una férmula general para el flujo. La utili-
zaremos para volver a considerar el célculo del flujo en las distintas situaciones pre-
sentadas en la SP-12, con la idea de darnos cuenta de una forma sistemadtica de abor-
dar ese tipo de problemas.

Antes de proceder con la construccién de la férmula general del flujo, es conveniente
recordar que hemos identificado al flujo como la cantidad de agua (o cuaquier fluido)
que atraviesa una superficie por unidad de tiempo, en una direccion dada. A continua-
cion se sefiala una serie de casos en los que se desea calcular el flujo; en general, la
“direccion dada” serd identificada por la direccién de un vector normal (perpendicular)
unitario asociado a la superficie.

Caso 1. Fluido con velocidad constante atravesando perpendicularmente
una superficie plana

Supongamos que tenemos una superficie plana S; una direccion asociada a esta
superficie puede escogerse colocando un vector normal unitario N en alguno de
los dos lados de ella. Supongamos que el agua se mueve con velocidad v constan-
te atravesando perpendicularmente la superficie s de drea 4. En este caso, de
hecho el mds simple, el flujo £ de agua que atraviesa la superficie s en la direc-

cién dadaes F = iA|\7|, donde |\7| es la magnitud de v y el signo depende de si la

direccién de v coincide (+) o no (=) con la de A (la direccion hacia donde se calcula
el flujo).
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En esta figuin, Los vectores de velocldad V del agua son de la misma magnitud

Y se divigen perpendicularmente hacia ainba del vecthngulo S. Por su parte, el vector
normal wnitario al vectlngulo, es decly, N, tndica La diveccion en que debe caleularse
el flujo. B estas clicunstancins se tiene que el flujo a través del rectdngulo

estdh dado por Lo expresion 4| V|, donde 4 es el drea del rectdngulo S.

Caso 2. Fluido con velocidad constante atravesando una superficie plana

Supongamos ahora que el fluido (el agua) se desplaza con velocidad v constante atrave-
sando una superficie plana s de area 4, formando un dngulo a con el vector normal
unitario N a la superficie en la direccién elegida. En este caso, la componente escalar
de la velocidad en la direccion normal a la superficie es la que contribuye al flujo, y
la férmula es:

F = (|\7| cos a)A =+ N)A.

Observa la siguiente figura.

Si revisamos la férmula anterior para calcular el flujo, es decir, F = |\7| cos (a) A,
vemos que puede interpretarse como el producto punto del vector velocidad v con
un vector 4 normal a la superficie S y con magnitud igual al 4rea.4 de dicha superficie;
es decir, el vector 4 es igual a 4N, y la férmula del flujo es # = v + 4, observa la
siguiente figura.
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Caso 3. Fluido con velocidad variable atravesando perpendicularmente
una superficie plana

El fluido se desplaza con velocidad v variable (en realidad deberia ser velocidad no
necesariamente constante) y atraviesa perpendicularmente una superficie plana s en
direccion del vector normal unitario N, pero la magnitud de su velocidad varia de uno
a otro punto del rectdngulo s, como lo indica la siguiente figura.

<4
<4

Observemos que en este caso no puede emplearse ninguna de las férmulas anteriores
para calcular el flujo; sin embargo, podemos utilizar la estrategia de la toma del ele-
mento diferencial para conseguir un diferencial de flujo y, al integrarlo, tendremos la
férmula para el flujo (total) requerido. Es decir, tomemos una parte infinitamente pe-
quefia de la superficie S: podemos considerar que en ella la velocidad del fluido tiene
magnitud constante (la direccidn ya es constante y perpendicular a la superficie,
como quedd establecido). Se puede calcular asi un diferencial de flujo, usando en esa
region infinitamente pequeiia lo que se sabe del caso 1; posteriormente, sumamos esos
diferenciales de flujo para conseguir el flujo total a través de toda la superficie.

Tomemos un punto 2 de la superficie s, sea d4 el drea de una porcion infinita-
mente pequeiia de S que contiene a 7; si v(2) es la velocidad del fluido en el punto 2,
podemos considerar que esta velocidad es la misma en toda la regién infinitamente
pequeiia. Tenemos entonces las condiciones del caso 1 para calcular el flujo (un dife-
rencial del flujo total) en esa region infinitamente pequeiia: vector velocidad constan-
te, vV(P), que va en direccién del vector normal (porque el campo de velocidades

completo asi va), entonces la férmula del caso 1, 7 = |\7| A, se traduce en
dF = |v(P)|dA.

Sumando sobre todas las regiones infinitesimales que conforman la regién S se tiene
que el flujo total es

F = ”|\7(P)| AA,

donde la doble integral indica que se estd considerando una suma a lo “largo” y “ancho”
de una superficie, a diferencia de cuando se toman sumas a lo largo de una curva, donde
se utiliza una sola integral.

Tomemos el caso en que V(P) = £(x, (lj)l%; consideremos que la velocidad va en
direccién del vector normal unitario N = k (es decir, Fx, 3) >0)yquesesel
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rectinguloa < x<b, ¢ < ys 4, en el plano XY- Tomando el diferencial de area como
dA = dxdy, tenemos entonces que el diferencial de flujo adopta la forma
dF = [V(P)dAa = f(x, ydxdy.

La siguiente figura ilustra un prisma infinitesimal cuyo volumen coincide con el di-
ferencial de flujo.

v=Ffxy = |\7(x,g)\

Observemos que si V(P) = F(x, g)/% va en direccién de k, lo cual sucede cuando
Flx, <zj) es positiva en todo punto de s, se da que |\7(P)| = f(x, 3), y tenemos, por lo
tanto, que en este caso el flujo total es

F=[[ b@)aa = [[_fx yaxdy.

Considerando ahora que la superficie es el rectangulo S: a<x<b,c < y<d, enel
plano xy, el flujo adopta la forma

y=d rx=b
= , Yaxdy.
i [ fx yrxdy

Alrededor de esta formula queremos hacer dos observaciones importantes:

* Siz=£(x, y) es una funcion tal que £(x, y) 2 © para todos los puntos del rectdn-
gulos:a<x<b,c<y=<d,enelplanoxy, entonces el volumen de la region bajo
la gréfica de la funcién z = #(x, y), encima del plano xy y limitada al rectdngulo
S, es

g:d x=b
= , Y)axdy.
V=l [ fx paxdy

Es decir, el volumen coincide numéricamente con el flujo del campo en direccién
de N = k através del rectdngulo s.

¢ Si tuviéramos que en un punto P(x, y) del rectangulo s, el valor de la funcién
fix, 5) fuera negativo, es decir, que el vector v(P) = #(x, g)le fuera en sentido
contrario a N = k, entonces el diferencial de flujo seria ahora AF = —|\7(P)|p/A,
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lo que resulta de aplicar la férmula del caso 2, F = |\7|A cos «a,y tomando en
cuenta que « = 7r radianes y que cos o = —1.
Notemos ahora que la magnitud de vV(P) = £(x, 5)/%, es ‘f(x, Y ‘ =—f(x, y)ya

que £(x, y) es negativo; entonces dF = —|\7(P)|dA = f(x, y dA. Como con-
secuencia tenemos que el flujo a través del rectangulo S del fluido con un campo
de velocidades v(P) = £(x, (lj)/@ en direccién de N = k es

F = :::[ j::f (x, y) axdy,

independientemente del signo de £(x, y).
Estas observaciones nos llevan a decir que la integral _[ J. fx yaxdy

siempre calcula el flujo del campo v = £(x, (lj)le a través del rectingulo s y en di-
reccién N = k; pero no siempre se esta calculando el volumen de la regién entre la
grifica de z = £ (x, y), el plano xy y limitada al rectdngulo s.

Cons1derem0s por ejemplo, la funcién z = £(x, y) = y y el campo correspondiente
= £(x, g)/e tomemos el rectangulo S: 2 S x < 5; -5 < y < 5. La integral que re-
presenta el flujo en este caso es:

J . '[ . ydxdy.

La primera integral es J yax = x g‘ = 5y — 2y = 3Yy; entonces la inte-
gral doble es

5

IX 550[)(0/5 I :535015 = —g =0

-5

y=5
y=-

Este es el flujo del campo, pero no es el volumen entre la grafica y el plano xy (limi-
tdndonos al rectdngulo ). Este volumen es 75. Estos valores corresponden a lo que
encontramos en la consideracion 3 de la SP-4 de la Unidad 1.

Volveremos mas adelante con las integrales dobles. Por lo pronto, regresemos con la
construccion de una férmula general para el calculo del flujo.

Caso 4. Fluido con velocidad variable atravesando una superficie
no necesariamente plana

El fluido se desplaza con velocidad v variable en magnitud y direccion, ademds atra-
viesa una superficie curva S.

Al elegir para un punto  de la superficie s un vector perpendicular (y unitario) a
la superficie, llamémosle N (), se ha definido una direccién para la superficie com-
pleta* (o un lado de ella).

Se quiere calcular el flujo del campo v a través de la superficie S en direccion de
N(P) (o hacia el lado elegido de la superficie). De nueva cuenta conviene utilizar la
estrategia de la toma del elemento diferencial para calcular el flujo a través de toda

“Estamos considerando que en una superficie se puede distinguir dos lados, por lo que un vector perpen-
dicular a la superficie en un punto determinado tiene dos direcciones posibles opuestas entre si. Una vez
establecida la direccién del vector perpendicular unitario en un punto, se establece la direccioén de los
vectores perpendiculares unitarios en todos los demds puntos hacia el mismo lado de la superficie.
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la superficie. Tomar un elemento diferencial de superficie tiene dos ventajas: una es
que, como en el caso anterior, permite que ahi la velocidad del fluido sea constante;
la otra es que, aunque la superficie sea curva, podemos considerar que esa porcién
infinitesimal de superficie es plana. Estas dos ventajas permiten calcular un diferencial
de flujo usando el caso 2.

Tomemos un punto 2 de la superficie S; sea 4s el area de una porcién infinitamente
pequeiia de s que contiene a P, si V(P) es la velocidad del fluido en el punto 2, en-
tonces el diferencial de flujo es

aF = |x7(i>)| cos ads,

donde « es el 4ngulo que forma la direccion del fluido con el vector normal unitario
a la superficie en ese diferencial (recordemos que, aunque en ese diferencial de super-
ficie la velocidad es constante, no tiene que ir perpendicular a la superficie). Esta
féormula puede reescribirse asi:

dF = [V(P) - N(P)|ds,

donde N(P) es el vector normal unitario a S en 2.

Sumando los diferenciales de flujo correspondientes a todos los pedacitos infinitesi-
males que conforman la superficie s se tiene que el flujo total es:

F=[[_@)]cos ads = [[ [ve) - M) ]ds.

A la integral resultante en el planteamiento del cdlculo del flujo se le llama integral
de superficie, porque el objeto donde se integran o suman los diferenciales de flujo
es una superficie.

Forma compacta para la formula del flujo

Si denotamos por ds al vector cuya magnitud es 4, el 4rea de la porcién infinita-
mente pequeila de la superficie que contiene a 2, y que va en la misma direccién de
N(P), o sea,

ds = N(P)ds,
entonces la férmula para el diferencial de flujo seria
dF = [V(P) - N(P)]|ds = V(P) - ds>
y el flujo de un fluido con velocidad v a través de la superficie s se escribiria de ma-

- -
nera compacta asi: £ = ”5\/ c=ds.
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En resumen:

1. Fluido con velocidad constante atravesando perpendicu-

. F = |4
larmente una superficie plana
2. Fluido con velocidad constante atravesando una superficie F=v -4
plana
3. Fluido con velocidad variable atravesando perpendicular- F = ”i|\7| aA
mente una superficie plana s
4. Fluido con velocidad variable atravesando una superficie F= I &7 ° as

2. Recalculo del flujo en los casos de la SP-12

En este punto queremos repasar las diversas situaciones que se presentaron en la SP-12
para calcular el flujo, pero ahora utilizando la férmula general obtenida al final de la
consideracién anterior; la idea es familiarizarnos en su uso para posteriormente avanzar
a otras situaciones.

En todos los incisos se pide el flujo en direccién de N = k.

Solucién de a). En este inciso, v = ol + oj’ + vk, donde la magnitud |\7| =ves
constante y positiva. El flujo a través de la compuerta < debe de ser F = ”;7 - ds.
Queremos hacer notar que para calcular esta integral podemos desarrollar el produc-

to punto del integrando v - 4.S de dos formas distintas:

* Como se conocen las componentes de los dos vectores v = 0f + 0 J +vky
AS = dsN =dsk =oi +0 J+ ds k, podemos multiplicar componente a
componente y obtener: v - 4S = vd.s.

* Como también conocemos las magnitudes de los vectores v y 4.5, ademds
del coseno del dngulo entre ellos, podemos obtener el producto punto con la
otra forma de calcularlo: producto de las magnitudes por el coseno del an-
gulo entre ellos. Veamos. En este ejemplo v = oz+oj’ + vk, entonces |\7| =
y |d$| |d$ N| |0/$ /e| ds; ademds, sabemos que si « es el dngulo entre

vy dsS, entonces cos a =1 porque V'y dS van en la misma direccién (el prime-
roesvk yelsegundoesd.s - k) y a=0.

En cualquier caso tenemos que v * d.S = vd.S y, en consecuencia,
F=[[v-az=[[ vas=v[] as
S S S

La dltima integral representa el drea de (toda) la superficie s, ya que es la suma de
todos los diferenciales de drea sobre la superficie; es decir,

f ds = dreade s.
S

Tenemos entonces que el flujo es F = v(drea de s) = v(b — a)(d — ¢), (porque la su-
perficie es un rectdngulo de dimensiones (b — a) y (d — ¢)). Por supuesto que este
resultado coincide con la respuesta que se obtiene directamente al multiplicar la
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velocidad del fluido por el drea de la compuerta, férmula que podemos usar porque
la velocidad del fluido es constante y perpendicular a la compuerta.

Solucién de b). En este caso el campo de velocidades estd dado por la funcién (vec-
torial) V(x, y, z) = yk y lasuperficies: 2 <x<5,1<y<s5,z=0.

Calcularemos el flujo del campo v(x, y, z) = 3/% a través de la superficie s, con-
siderando el vector normal unitario N = k, como estd estipulado: utilizando de nuevo
la férmula general F = ” vV +dsS. Como Vv +dsS = |\7||d3| cos @ = yds, el
flujoes 7 = ”S yas. =

Ya que estamos integrando sobre una superficie que esta en el plano xy, el di-
ferencial de drea d.s representa el drea de una porcién infinitamente pequefia
del plano xy que se expresa asi: ds = dxdy, 0 ds = dydx, y que corresponde al

area de un rectangulo infinitesimal de lados dx y dy. Tenemos entonces que
F = ” yds = ” ydxdy; de la dltima integral debemos interpretar que suma-
S S

mos para todas las x y todas las y de los puntos que pertenecen a la superficie . Aho-
ra bien, como los puntos de s cumplen que 2<Sx<5,1<y<5,setiene, por lo

tanto, que F = ”S Yydxdy = J _ J. gdxd Y 1o que indica realizar dos integra-

les iteradas: integrar parcialmente respecto a x, evaluar en x, y posteriormente inte-
grar respecto a y lo que haya resultado, para finalmente evaluar en los limites de esta
ultima variable:

y=5

T Ldxd
F=l, I vy

Yy=5

Jlxggdx—[gx] —5@—25:33:;’::_[ Bgdg—

352 _#5 = 72
2 2 2 2

Andlogamente, se puede plantear la integral J‘K:g J‘y:fs’ Yydydx, que corresponde a
X=2 Y=t

un cambio en el orden de integracidn para representar el mismo flujo 7.

Solucién de ¢). Consideremos el campo vectorial dado por v(x, Y z) = ol + J +
\/gleylasuperﬁmeS 2<x<5,1<y<s5,z=0.

Para calcular el flujo utilizaremos de nuevo la férmula 7 = ”5\7 - d.S,y para hacer-

lo calcularemos el producto punto de dos formas diferentes, igual que en el inciso a).

« Componente a componente. V(x, Yy, z) = of + j +VzkydS =ds N =
ds - k,porlotanto, v « dS = \J/zds.

* Obteniendo la magnitudes y el coseno del dngulo entre los dos vectores.
|\7| = \/o2 +17 + (x/E)2 =2,

ner el coseno entre los vectores es suficiente observar la siguiente figura.

d3| = |ds « N| = |ds - k| = d.s; para obte-
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De ahique cos a = %y, por lo tanto, v - dS = |\7||dé| cos @ =24S g =+zds.
En cualquier caso se tiene que el flujo es igual a

F=[]v-ds=[[ Vzds = VE[[_ds = V= (@eade 5) = V2 (12) = 20.724¢.

3. Extension de la nocion de flujo a un campo vectorial en general

El flujo es una medida asociada a un fluido en relacién con una superficie. El movi-
miento del fluido esta caracterizado por sus vectores de velocidad; se habla del flujo
del campo de velocidades a través de una superficie (en una direccién dada por un
vector normal a la superficie) y se obtiene por medio de una integral de superficie.

La idea de flujo como medida puede extenderse a un campo vectorial en general. Se
puede hablar, por ejemplo, del flujo del campo eléctrico, del campo magnético o del
campo gravitacional, a través de una superficie, aunque no haya fluido alguno que la
“atraviese”. En general, el flujo de un campo vectorial € a través de una superficie s
en una direccidon dada (establecida por una eleccion previa de los vectores normales
a la superficie) es la integral de superficie

P = ”Sé dS.

Lo anterior resulta haciendo la analogia con lo que ocurre con un campo de velo-
cidades. En el caso de que la superficie s sea cerrada (con un lado interior y uno
exterior, la cdscara o frontera de un sélido, como una esfera, por ejemplo) se con-
viene calcular el flujo que atraviesa la superficie hacia fuera. Es decir, de las dos
posibilidades que cada punto de la superficie tiene en cuanto a colocar ahi un vec-
tor normal unitario, se elige por convencion aquella en la que este vector apunta
hacia fuera.

El flujo del campo € sobre una superficie cerrada S se escribe asi:
b= CﬁﬁsE cds,

donde el circulo sobre la integral doble enfatiza el hecho de que la superficie es
cerrada.

4. Calculos especiales de la integral de superficie

En este punto presentaremos algunas situaciones en las que el cdlculo de la integral
de superficie puede simplificarse a causa de la relacidon que guarda el campo con la
normal a la superficie.
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a) Consideremos el caso especial en que un campo € es de magnitud constante y va
en direccion de la normal a la superficie S en cada uno de sus puntos; tendremos
entonces que:

F = J:Lé - ds = ”5|é| cos 0 ds = ”5|é|ds = |§| 'Usds = |é|(2’1rea de ).

Un importante ejemplo donde se cumple esta relacién entre campo y superficie es el
del campo eléctrico que genera una carga puntual de g coulombs y la esfera de radio
p con centro en la carga. Este campo es radial (hacia fuera cuando 4 > 0) y tiene mag-
nitud constante en todos los puntos de la esfera, como se ilustra en la siguiente figura.
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Tenemos entonces que el flujo del campo eléctrico a través de la esfera es

F = Sfj; E-dsS = |é| (4rea de la esfera)
S
Si 2 es un punto de la esfera de radio p, se sabe que |é (7>)| =k %, entonces el flu-
o

jo estd dado por F = |é| (area de la esfera) = (/e i,,)(zﬁ mp~); 0sea, F= 4TRY.
B

Este resultado se concilia con la llamada ley de Gauss: El flujo de un campo eléc-
trico a través de una superficie cerrada es proporcional a la carga neta encerrada
por la superficie.

También puede apreciarse que el flujo no depende del radio de la esfera, y la expli-
cacién para esto es que mientras el drea superficial de la esfera es directamente
proporcional al cuadrado de su radio, la magnitud del campo en los puntos de la
superficie de la esfera es inversamente proporcional al cuadrado del mismo. Pue-
de decirse que el crecimiento en superficie es compensado con la disminucién de
la magnitud del campo cuando el radio de la esfera aumenta.

b) Consideremos el caso especial en que el campo es tangente a la superficie en to-
dos sus puntos. En este caso el dngulo entre la normal a la superficie y el campo
es de 90° y, por lo tanto, € - dS = |§||a/é| cos 90° = 0, entonces el flujo

F = ” € + dsS debe ser cero.

S
Estas condiciones se cumplen con el campo magnético & generado por una corriente
eléctrica de intensidad constante que est4 presente en un alambre largo recto y toman-

do s como la superficie lateral de un cilindro con eje en el alambre. B es circular y,
por lo tanto, tangente a . Asi, el flujo del campo magnético a través de S es cero.
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Si s incluye, ademads de la superficie cilindrica, las dos tapas, tenemos que el flu-
jo a través de esta superficie, ahora cerrada, sigue siendo cero porque el campo
magnético B en las tapas es perpendicular al vector normal (que va hacia fuera del
cilindro y paralelo al alambre). Ve la siguiente figura.

Corriente

Floura de La izquierda. Disposicion sobre wuna superficie cilindrica de Los vectores B del campo
magntico que induce wna Linea de corviente con intensioad constante sobre el aje del cilindro.

Flgura de La derecha. Disposicion sobre una de Las tapas de wn cilindro cervado de Los vectores B
del campo magwnético que induce una Linea de corviente con tntensidaol constante sobre el eje olel
cilindyo.

Este resultado se concilia con la ley de Gauss para el magnetismo: El flujo de un
campo magnético a través de una superficie cerrada es cero.

¢) Flujo de un campo a través de la superficie de una caja rectangular. Calculare-

mos el flujo a través de las seis caras de una caja cerrada con lados paralelos a los
planos coordenados.

Consideremos aJ campo vectorial E(x, Yy z)=¢€(xy 2). + e (x Yy z)j
+ €_(x, Yy, z)k y una caja rectangular con aquellas caracteristicas. Para cada
una de las caras calcularemos el flujo. El flujo a través de la superficie (o flujo to-
tal) serd la suma del flujo de todas las caras. Conviene hacer una serie de observa-
ciones para hacer los calculos del flujo.

*  Como la superficie a través de la cual se quiere calcular el flujo es cerrada, el
vector normal a la superficie en cada punto va hacia fuera de la caja.

* Tomando en cuenta lo anterior y que las caras de la caja son paralelas a los pla-
nos coordenados, los vectores normales unitarios para las distintas caras son
como lo indica la siguiente figura.
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* Todos los puntos de una cara de la caja tienen una coordenada fija (porque la
cara pertenece a un plano paralelo a uno de los planos coordenados; este tipo
de planos se caracteriza porque sus puntos tienen un valor fijo de una de las
coordenadas). Luego, el diferencial de drea de una cara es el producto de los
diferenciales de las dos variables que no tienen valor fijo. Este diferencial de
area multiplicado por el vector normal unitario correspondiente a la cara dada

nos da el vector 4.5 de la férmula del flujo F = ”Sé - ds.

A continuacién mostramos una figura con algunos de estos vectores.

as = (dxdyk
as = (dxdz)j’
B ———
4s = (dxdz)i
Y

Al hacer el producto punto de & (x, Yy 2 =¢€e(x y z)i + E.(x Yy z)j’ +
+ €_(x, Y, z)k con alguno de los vectores d.S se cancelan dos de las com-
ponentes y resulta el producto de la componente restante y el diferencial de
drea correspondiente. Aunque las componentes del campo son funciones
de tres variables restringidas a una cara, se pueden ver como funciones de dos
variables ya que una de ellas tiene un valor fijo en los puntos de esa cara.

Esto indica que la integral de superficie para calcular el flujo del campo por
cualquiera de las caras de la caja se traduce en una integral doble.

Consideremos, por ejemplo, el campo vectorial £ (x, yz=k+ty+ z)L7 +
xyj+z'k.

Determinaremos el flujo de adentro hacia fuera a través de las caras de una
caja con lados paralelos a los planos coordenados y vértices opuestos en (0, 0, 0)
y (3,4, 5).
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El cuadro siguiente muestra los elementos correspondientes para calcular el
flujo en cada cara.

Vector \ector

e Diferencial
Cara/ normal infinitesimal

de flup
AF = F - ds

elemento | unitario normal
J RS

¢, Cara =0 P

~ = _ = Y=+ (z=5
del frente N =i as =dzdyt  dF=(z+y+z)dzdy F._ = J‘g:D L:O (z+y+2dzdy =150
X=3z

c, Cara B . B p—
de atrés N =—L ds = —dzdg[ p/;::_(g_,.z)dzdg FCA = — - J‘
X=0

5(3 + z)dzdg = —90

z=0

¢, Cara
izquierda N

gZO

ads = —dzdxj' AdF=0 F, =0

Il
|
~.

¢, Cara - ~ PR
derecha N = Jj ds = dzdx]  dF=4xzdzdx F, L=o Lza 4 xzdzdx = 225

y=4

c. Cara . ~ Ko pmes
superior N =k ds = dydxk AF = 25dydx F, L:O L:O 25dydx = 200
z=5

c,, Cara ~ D ~
o N =-k ds=-dydxk dF=o Fo. = °
z=0

Flujo total =150 — 90 + 0 + 225+ 200 + 0 = 525.

d) Flujo a través un cilindro. Calcularemos el flujo de adentro hacia fuera del campo
F(x, Y z) = xi + 5; a través de un cilindro cerrado (es decir, incluyendo las
tapas) de radio = y altura 10 cuyo eje es el eje z.

}—)N

o Py 2)

W

—Z

X

Haremos algunos comentarios alrededor de esta situacién que ayuden a visualizar
el procedimiento que efectuaremos para el cdlculo del flujo.
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* Es conveniente dividir la superficie completa en tres partes en atencion a la carac-
teristica del vector normal correspondiente: la superficie lateral del cilindro, la
tapa superior y la tapa inferior. Si tomamos un punto 2 en la superficie lateral,
un vector normal hacia fuera del cilindro en este punto puede obtenerse de la
siguiente manera. Consideremos el plano perpendicular al eje del cilindro y que
pase por #; la interseccion del cilindro con este plano es una circunferencia con
centro en o, el punto del eje con la misma coordenada z que el punto 2 (ve la
figura anterior), entonces, un vector normal al cilindro, en direccién hacia fue-
ra en P es el vector radial correspondiente a #, que coincide, en relacién con el
plano de corte, con el vector de posicién del punto 2. Respecto a las tapas del
cilindro, como estas pertenecen a planos paralelos al plano xy, los vectores
normales unitarios hacia fuera del cilindro correspondientes son k para la tapa
superior y —k para la inferior. Observa la siguiente figura:

>

i

A

* ;Qué diferencia hay entre los campos vectoriales F(x, )= xi + (sz y
Flx y z) = xi + 3\/7 El primero estd definido solo en el plano xy, es
radial y, de hecho, es el campo de vectores de posicidn de los puntos en el pla-
no. El segundo estd definido en todo el espacio tridimensional, pero en cada
plano paralelo al xy es una copia del primero.

El calculo del flujo:

Tanto en la tapa superior como la inferior el diferencial de flujo dF = F - dS eso

porque 4.5 (que sigue la direccién del vector normal unitario & 0 —k) es perpendicu-
lar a # (que son vectores en el plano paralelo al xy, correspondiente a cada tapa).

hy

Y
4

h

F *

Los vectores del campo F(x, Y, 2) = xi + Y[ con
tangentes a las caras del cilindro centrado en el gje z.
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Asi, el flujo total a través de toda la superficie corresponde al flujo a través de
la superficie lateral. Calculemos este. Como el campo #(x, y, z) = xi + yj y el
vector 45 llevan la misma direccién en cada punto de la superficie lateral (de hecho,
ambos son perpendiculares a la superficie lateral) entonces el diferencial de flujo

esdF = F - ds = |F'|d$. Ahora bien, se tiene que|f—'| = (X~ + Yy ycomo para
todo punto (x, y, z) del cilindro (su parte lateral) se cumple que X+ Yy =9 (de
hecho, esta es la ecuacion del cilindro) tenemos que el diferencial del flujo es
dF = F - d3 = |Flds = zds.

Finalmente, el flujo es F = HSF cds = ”SB as = 3”5 Ads | donde la tdltima

integral corresponde al 4rea lateral del cilindro. El rea lateral de un cilindro de radio »
y de altura h es 2mrh. Entonces el flujo total es F= (2)2mw(2)(10) = 1807.

5. La divergencia de un campo vectorial y el teorema de la divergencia
(o teorema de Gauss)

En este punto desarrollaremos un concepto central que tiene que ver con la nocién de
flujo para entender ciertos aspectos de la naturaleza de un campo vectorial (de velo-
cidades o fuerzas) o del fendmeno fisico que dicho campo modela; nos referimos al
concepto de divergencia de un campo. Asimismo estableceremos un resultado fun-
damental del Célculo en relacién con este concepto, el teorema de la divergencia
(o teorema de Gauss). En lo que sigue denotaremos al flujo de un campo a través
de una superficie por el simbolo @, que es ampliamente usado en los libros de Fisica.

En principio el teorema de la divergencia nos permitird calcular el flujo a través de
una superficie cerrada de un modo distinto al de utilizar la formula ® = ﬂ) € +ds.
S

Mas adelante veremos como este teorema contribuye a enriquecer el modo de perci-
bir algunas leyes de la electricidad y el magnetismo.

Nos apoyaremos en los siguientes resultados para dar significado al concepto de diver-
gencia, asi como para establecer y probar el mencionado teorema.

a) Elflujo a través de la superficie de una caja infinitesimal. Tomemos una caja
infinitesimal con lados paralelos a los planos coordenados y consideremos al campo
E(x, Y z) = €,(x, Y z)i + €. (x, Y z)j +E_(x Y z)k; vamos a calcular
el flujo de € a través de la superficie de esta caja, para ello notemos que el campo,
aunque variable, puede suponerse como constante en cada una de las caras. Conside-
remos que el valor del campo en el vértice (x, y, z) de la caja (ve la siguiente figura)
es el mismo para todos los puntos de la cara de atrds, los de la izquierda y los de la
cara inferior; que el valor en (x + dx, y, z) es el mismo para todos los puntos de
la cara de enfrente; que el valor en (x, y+ dg, z) es el mismo en todos los de la cara
derecha y que el valor en (x, y, z + dz) es el mismo en todos los de la cara superior.

x y z +dz)

x Yy 2)

7(/(,g+dg,z)

x +dx y 2)
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Se tiene entonces que:

El flujo en la cara de enfrente es:

E(x+dx, y z) ds =€, (x+dx y z)l + E (x+dx y z)j’ +E (x+dx y z)k) - (d(ldeZ) =
€ (x+dx y z)dydz.

El flujo en la cara de atrés es:

E(x, Y z): ds = (,(x, Y 2)i + E.(x Y z)j +E.(x Y Z)k) (—dgdzf) = -€,(x, y z)dydz.
El flujo en la cara derecha es:

E(x, ytdy z)- as = (e,(x, ytdy z)l + E.(x, y+dy z)] +E.(x, y+dy 2)kR) * (dxdzj) =
E.(x, y+dy z)dxdz.

El flujo en la cara izquierda es:
E(x, Yy 2) dS =(E.(x, y 2)i +E,(x, Yy, 2) [ +E.(x y 2)R) - (-dxdzk) = —€_(x, y, z)dxdz.
El flujo en la cara superior es:

E(x, Yy z+dz): as = (51(/@ Yy z+ Adz)l + E.(x y z+ dz)j’ te.(x y z+ dz)l%)'(dxdglé) =
E.(x y z+dz)dxdy.

El flujo en la cara inferior es:
E(x, Y z)- as = (El(x, Y )i + E.(x Y z)] + Es(x,g,z)lé) . (—dxdg/%) = —€_(x, y z)dxdy.

Por supuesto que la suma de todos estos flujos es el flujo total a través de la superfi-
cie de la caja, pero conviene para nuestros propdsitos sumar los primeros dos, luego
el siguiente par y después los tltimos dos. Veamos.

Flujo de la cara de atrds + Flujo de la cara de enfrente:

E(x+dx y z)dydz - € (x, y, z)dydz =
€,(x+dx, Y z) - €,(x, Yy z
ax

[51(/‘ +dx, y, z) - €&.(x Y z)]d(szlz = ) dxdydz.

Observemos que lo que estd en el paréntesis rectangular es precisamente la derivada
parcial de &, respecto a x. Es decir:

851( Yaxd yd
e X, Y, z)dxdydz.

Flujo de la cara de atrds + Flujo de la cara de enfrente:

De modo similar (te invitamos a verificarlo) se tiene:

d E,
Y

Flujo de la cara derecha + Flujo de la cara izquierda: (x, y z)dxdydz.

oe
Flujo de la cara superior + Flujo de la cara inferior: 8_3()(' Y zdxdydz.
z
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Tenemos entonces que el flujo total a través de la superficie de la caja infinitesimal es:
g+ Loy 2+ x 2 |dxdyd
— W Yy z2)+—x y z)+ —(x y z)|ax z.
ox T T 0z Y Y

b) La suma de los flujos de dos cajas con un lado en comiin. Supongamos que #, es
el flujo de un campo a través de la superficie de una caja 4. Imaginemos otra caja
con flujo 7, y que tiene un lado comun con la primera, como se muestra en la figura
siguiente. La unidn de las dos cajas.4 y 8 forman la caja C.

RO

Si se calcula el flujo a través de la superficie de la caja ¢, veremos que corresponde a la
suma de los flujos de las cajas.4 y B, es decir:

F,=F,+F,.

[e3

Esta afirmacion se apoya en el hecho de que, aunque el célculo de £, incluye el flujo
de la cara derecha de la caja 4 y el de 7, incluye el flujo de la cara izquierda de la
caja B, al considerar la suma £, + 7, los flujos de estas dos caras se eliminan porque
solo difieren en el signo y esto se explica porque para la cara derecha de la caja 4, el
vector normal unitario es N = j, mientras que para la cara izquierda de la caja B
es N = — j (recordemos que la direccion en la que se calcula el flujo a través de una
superficie cerrada es hacia fuera), tomemos en cuenta también que el campo es el
mismo en las dos caras por estar juntas.

Los resultados descritos en los dos incisos anteriores ayudan a visualizar el flujo a
través de una superficie cerrada de un modo diferente al que se venia considerando en
los puntos anteriores de estas consideraciones, dando lugar, de hecho, al teorema de
la divergencia. Veamos.

Consideremos una superficie cerrada s; en cada punto (x, Y- z) de laregién v del
espacio encerrada por la superficie coloquemos una caja infinitesimal y calculemos
el flujo del campo € a través de su superficie. Al sumar los flujos de todas las cajas
infinitesimales se tendra el flujo a través de la superficie s, ya que en este proceso
sélo “sobreviven” los flujos de las superficies externas, y las superficies externas
“altimas” forman precisamente la superficie . Por otra parte, el flujo a través de la
cajita infinitesimal colocada en cada punto (x, Y- z) esta dado, de acuerdo con lo
visto en el inciso a), por la expresion

aEi+aEQ+aEded
ox oy oz |9
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Por ello podemos escribir el flujo a través de la superficie S asi:

Je Je Je
o= | ., 95, 9F,
v\ dx ag 0z

av

Donde dv = dxdydz (el diferencial de volumen o volumen de la caja infinitesimal de
dimensiones dx, A4 yy az).

Combinando esta forma de ver el flujo con la que obtuvimos en el punto 3 de estas
consideraciones obtenemos la siguiente igualdad conocida como teorema de la
divergencia (o teorema de Gauss):

Je, JE, OE.
+ + —=

gSé-dé:j : av.
S \% /(

ag 0z

Conviene en este momento hacer una serie de observaciones en relacién con este
resultado para lograr mayor profundidad en su significado y valoracion de su
importancia.

d o€, J0E_ . .. o

:1 t ==+ ai dv corresponde al flujo de una caja infinitesimal, se-
X (lj z

glin el inciso a) de estas consideraciones, y la suma de estos flujos corresponde al

flujo total a través de la superficie, podemos decir que esta cantidad infinitesimal

corresponde a un diferencial del flujo y escribirlo asi:

* Yaque

Je, oJe, Je

Ad = + —=+ —=dv.
dx dy 0dz
De aqui se obtiene que
Ad o0, JE, OE.
—=—"+ + —=

dv  dx 85 0z

Esta magnitud se conoce como divergencia del campo €. Es decir, la divergencia de
un campo es la razén (instantdnea) de cambio del flujo respecto al volumen (en un de-
terminado punto). La divergencia del campo € suele denotarse como piv(E) .
Tomemos por ejemplo el campo & (x, Yy z)=k+y+ z)i + xgzj’ +zky
calculemos su divergencia. En este caso, & = € (x, Y- z)=x+ ytze = € (x, Y- Z)
=xyzye = E_(x, Y- z) =z, por lo tanto,

Je, JE, JE_
+ i

DLV (E) = =1+ xz + 2z.

ox Iy 0z

Notemos que la divergencia de un campo vectorial es una funcién (con nimeros rea-
les como valores) de tres variables, en general. De hecho, se puede escribir piv (E) =
pLv(E)(x, Y. z), cuando se quiere enfatizar que la divergencia es una funcién de
tres variables. En el ejemplo anterior se tiene en particular que piv (E)(1, 1, 1) = 4
yDLV(E)(1, —2 —2) = —5.

Estos nimeros concretos tienen un significado analogo al del valor de una derivada
de una funcién de una variable; recordemos esta interpretacion y luego sefialemos la
analogia con los valores que arroja la divergencia.
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Digamos que para una funcién y = #(x) se sabe que £ ’(1) = 4. Pensemos primero en
una funcién cuya razén de cambio es constante (de hecho, una funcién lineal) e igual
a 4; esto significa que los valores de y crecerdn (por ser positiva la razén de cam-
bio) a un ritmo de 4 unidades por cada unidad que se avance en x. Con ello, si se
recorre en el eje de las x un intervalo de longitud ¢, el valor de la variable ¢ aumen-
tard 4 L. Pero que la derivada sea 4 en el punto x =1 significa que en las cercanias de
ese punto la funcidn y = £(x) se comporta como una funcién lineal (con razén
de cambio constante e igual a 4). En lo local las funciones son lineales (por lo menos
para las funciones con derivada continua).

Volvamos ahora al valor Biv (E)(1, 1, 1) = 4. Siendo la divergencia la razén de cam-
bio del flujo respecto al volumen, podemos dar la siguiente interpretacién en re-
lacién con el punto concreto P (1, 1, 1) y el valor de 4.

Imaginemos que € es un campo que tiene una divergencia constante e igual a 4
(considera, por ejemplo, el campo E(x, Yz =4y /). Consideremos ademds una
superficie S que encierra una region = del espacio con volumen v. Ya que el flujo de
€ a través de la superficie s puede calcularse segtn la férmula

e JE. JE.
(D — J‘ 1 + 2 + =
R\ dx 85 0z

av,

se tendria que
D = J 4dv = 4 J Adv = 4: Volumende = = 4v,
R =

donde hemos usado el hecho de que la suma de todos los diferenciales de volumen de
una region del espacio corresponde al volumen de esa region. Entonces se ve facil-
mente que el flujo crece a razén constante 4 respecto al volumen.

Que en el punto (1, 1, 1) la divergencia sea 4, indica que en las cercanias de ese
punto el campo € es tal que su flujo a través de superficies cerradas es proporcional
a los volimenes que encierran.

Haremos un comentario adicional sobre el significado de la divergencia en relacién
con el signo que pueda tener en algiin punto. La divergencia en un punto es la razén
de cambio del flujo a través de una superficie de una caja infinitesimal respecto al vo-
lumen. Como el flujo tiene signo y se conviene que se calcula siempre en direccién
hacia fuera, una divergencia positiva indicard que en ese punto hay una especie de
“fuente” cuya magnitud del aporte dependera de la magnitud de la divergencia. Una
divergencia negativa indicara que en ese punto hay una especie de “sumidero” y cuanto
mayor sea la divergencia en valor absoluto, tanto mayor serd “lo que se va por ahi”
o lo que se consume.

El teorema de la divergencia puede ahora interpretarse en términos de “fuentes” y
“sumideros”. Veamos. El teorema establece que

9555 CdE = Lpav(é)dv.

“El flujo de € a través de la superficie cerrada s es igual a la suma de lo que se aporta
(en una fuente) o se consume (en un sumidero) en cada punto del espacio = limitado
por s.”

Existe una manera compacta (y elegante también) de escribir la suma de las parciales
para la divergencia de un campo; la describimos a continuacion.
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Je

. . JE, Je_ s
La divergencia ——~ + —— + —— puede verse como el “producto punto” entre el opera-

ax dy
Y R R . B — 7
dor V = bt » Jt =k (lamado operador nabla) y el campo € = &, ¢ +
- =~ . . . 9
€. J + &_k. En este sentido, por ejemplo, la parcial de &, respecto a x, ai): se ve

como el “producto” entre ai (que es un mero simbolo) y €. Es decir,
X i

98 9%, 9% (97,95, 9 Q) cive jre =V &
===+ — — ‘(B¢ =V-.e
x oy 09z \ax oy’ ez SEREE RS

Podemos escribir en forma compacta la divergencia del campo & como:
Div(E) =V - E
De esta manera el teorema de la divergencia puede reescribirse asi:
b e-das=] (V-&)av.

Una dltima observacién que queremos hacer en este momento es relativa a las
diferentes notaciones que hemos utilizado para los tipos de integrales que se han
considerado. Para una integral de superficie hemos utilizado indistintamente las
notaciones ” y J. , la primera nos recuerda que se integra a “lo largo y ancho” de la
S S
superficie s, y que eventualmente pudiera ser necesario integrar dos veces. De he-
cho, una superficie se considera una figura geométrica bidimensional. Si la superficie
se visualiza como un agregado de curvas, la doble integral puede pensarse como si la
primera integrara a lo largo de una de esas curvas y la segunda sumara para todas las

curvas lo que resulté con la primera integral. Ya sabemos que las notaciones 4‘:}) y 4)
S S

se ligan con el hecho de que la superficie es cerrada. Las notaciones J y 35 solo son
S S
abreviaciones de ” y Cﬁ'f) , respectivamente, en el entendido de que se integra sobre
S S
una superficie s.

Una figura geométrica propiamente tridimensional puede pensarse como generada
por el movimiento de una superficie; hemos usado la notacién f para referirnos a
IS

una integral sobre esa region del espacio. También es posible utilizar la notacién ”J.
14

cuando se quiere enfatizar la tridimensionalidad de = y la eventualidad de integrar
tres veces. Cuando este es el caso, hablamos de una integral de volumen.

6. Aplicaciones de la divergencia y el teorema de la divergencia

En este punto mostraremos como este concepto y su teorema son utilizados para carac-
terizar el comportamiento de algunos fendmenos que se estudian en la mecénica de
fluidos y en la electricidad y el magnetismo; esto lo haremos en los dltimos dos incisos
de los tres que contiene este punto. En el primer inciso utilizaremos el teorema de la
divergencia para calcular el flujo como una alternativa a la forma en que se utiliza
la integral de superficie; contar con esta posibilidad de célculo pudiera ser importante
en algiin momento.

a) En estas consideraciones retomamos el ejemplo desarrollado en el inciso c) del
punto 4. Célculos especiales de la integral de superficie:

En ¢l se considera el campo E(x, y, z) = (x + y + 2)i + ;(gzj'+ z'k.

Se pide calcular el flujo (hacia afuera) a través de las caras de una caja con lados
paralelos a los planos coordenados y vértices opuestos en (0, 0, 0) y (2, 4, 5).
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Se calcul6 el flujo en cada cara utilizando la integral de superficie (integral
doble). Se obtuvo que el flujo a través de la superficie total es 525. En simbolos,
se encontrd que

qfﬁ E +dsS = 5¢5.
S

Ahora bien, el teorema de la divergencia establece que

§p g-as =[] (V-&)av,

donde = es la caja completa (es decir, incluye su interior). El lado izquierdo es
5¢5. La intencion ahora es calcular la integral (triple) del lado derecho de la
igualdad del teorema; por supuesto que debemos obtener como resultado el
mismo ndmero. Veamos.

Je, dJ&, JF
+ +
dox Iy 0z
habiamos obtenido esto). El diferencial de volumen en coordenadas cartesianas es
v =dxdydz.

Ya que la region = del espacio la constituyen los puntos (x, y, z) que satisfacen
las desigualdades 0 S x<=,0< y <4, 0<z < 5; laintegral triple con sus respec-
tivos limites quedaria asi:

3

V:E =piv(E) = =1+ xz + 2z (un poco antes ya

JHE(V ) é)o/v - j' ]t T (1 + xz + QZ)dxd(tde.

z=0 y:f) X=0

Integrando la primera (de adentro hacia fuera) respecto a x (manteniendo las otras
variables como constantes) tenemos:

=

32
1

_[ (1 + xz + 2z)dx = |:)< +—x"z+ 2)(2] =2+10.5z.
2

X=0 X=0

Si integramos ahora este resultado respecto a  (en la segunda integral), tenemos:
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b)

(z+1052)dy = [sg + 10.52({4] =12 + 42z (la z se mantuvo

2]

4
y=°

I| ——t

Y
como constante).

Finalmente, integrando esto tltimo respecto a z tenemos:

5

.

J. (12 + 42z)dz = [122 + .:2122] = 525,
Z=0

Z=0

Entonces,
5 4 =
j J J (1 + xz + 2z)dxdydz = 5¢5.

Como era de esperarse. En la Tarea 9 hay algunos ejercicios en los que se pide que
“verifiques” la validez del teorema de la divergencia para algunas situaciones con-
cretas; la intencién es que corrobores que empleando la integral doble y la tri-
ple se llega al mismo resultado.

La siguiente aplicacion tiene que ver con la ley de Gauss de la electricidad y el
magnetismo. La forma integral de esta ley se establece asi:

ff &~ az = Se
S & ’

0

En palabras: El flujo del campo eléctrico € a través de una superficie cerrada s
es proporcional a la carga neta @, encerrada en S; j es la constante de propor-
cionalidad. :

El teorema de la divergencia permite darle otra forma a esta ley, llamada forma
diferencial. Veamos.

Se tiene que si p es la densidad de carga eléctrica, entonces pdVv es un diferencial
de carga, es decir, de = pdv. Al integrar (o sumar) sobre la regién del espacio =
(encerrada por la superficie ) se consigue la carga eléctrica total encerrada ahi.

Es decir,
e, = [[[otv

Entonces la forma integral de la ley de Gauss puede escribirse asf:
) &-az =[] —pav
S R 80 ’
Combinando esta igualdad con la del teorema de la divergencia:

§p g-as=[[] (v-&)av,

se tiene que

[I].(v - &)av = ]| épdv.
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c)

7.

Usando un resultado de las matematicas que dice que cuando dos integrales son
iguales para “cualquier” regién de integracion (que es nuestro caso) entonces los
integrandos deben ser iguales.

Es decir,

— 1
V'E:—p’

80
que es lo que se conoce ley de Gauss en forma diferencial.

Vale la pena hacer los siguientes comentarios acerca de estas formas que adopta
la ley de Gauss.

* Laforma integral de la ley involucra una condicién global que debe cumplir el
campo eléctrico: el flujo (total) a través de la superficie cerrada es proporcio-
nal a la carga (total) encerrada. En cambio, la forma diferencial enuncia una
condicién local que debe cumplir el campo eléctrico: la divergencia en cada
punto es proporcional al valor de la densidad de carga en él.

e Tal vez lo del nombre de “forma diferencial” se entienda mejor si escribimos
la divergencia en términos de las derivadas parciales de las componentes del
campo eléctrico; de esta manera, la ley de Gauss en su forma diferencial se es-
cribe asi:

Je, dJde, Jde. 1

+ + = —p.
ox dy Jdz g,
Es decir, la ley de Gauss en forma diferencial es una ecuacion diferencial en

derivadas parciales.

En mecanica de fluidos se identifica como fluidos incompresibles a aquellos cuya
densidad de masa es constante (por ejemplo, el agua). Si delimitamos una region del
espacio dentro de una corriente de agua (por ejemplo, podemos imaginarnos la
regién delimitada por un cubo no material) la propiedad de incompresibilidad
equivale a decir que lo que entra por las paredes debe ser compensado con lo que
sale; es decir, se debe cumplir que el flujo a través de cualquier superficie cerrada
debe ser 0. Por lo tanto, se debe cumplir que la divergencia de su campo de ve-
locidades sea 0.

Siv =v, [+V J + V. k representa un campo de velocidades de un fluido, la
cond1c10n de 1ncompres1b1hdad implica que se debe cumplir

Vv =o

Esto equivale a decir que un campo de velocidades de un fluido incompresible
debe satisfacer la ecuacién en derivadas parciales:

dv, dv, 9Jv,
+ + —=
0x dy 0z

= 0.

Coordenadas cilindricas y esféricas. Diferenciales de area

y de volumen

En algtin momento de este Tema 1 (puntos 4 y 5, especificamente) hemos utilizado

que el drea de la superficie s, A (S), se corresponde con la integral ” das, o sea,
S
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A(s) = _US ds y que el volumen de una regién =, v/ (=), se corresponde con la integral
J.J. dv, es decir, V(R) = ”_[ dv. De hecho, esa drea es numéricamente igual al
R R

flujo a través de la superficie de un campo que coincida con el vector normal unitario
N en todo punto de la superficie: @ = H N-ds = ” |K/| cos (0)ds = H ds;
S S S

mientras que el volumen es numéricamente igual al flujo de un campo con divergencia
constante 1 en = (usando el teorema de la divergencia). Cuando se conoce de ante-
mano el 4rea o el volumen, estas integrales son sustituidas simplemente por el valor
correspondiente, sin necesidad de realizar algtin proceso de integracion. En este pun-
to consideraremos las formas explicitas que adquieren el diferencial de superficie s
y el de volumen #'v, dependiendo del tipo de coordenadas con los que se expresa el
ambiente geométrico de referencia. En particular describiremos en detalle las coorde-
nadas cilindricas y las esféricas, de las que ya habiamos adelantado algo en la Unidad 1.
Utilizaremos los diferenciales con estas coordenadas para expresar y calcular dreas y
volimenes de algunas figuras geométricas conocidas. El primer inciso lo dedicamos a
revisar ciertas consideraciones en relacion con el cédlculo de dreas usando las coordena-
das cartesianas y que marcan la pauta para la construccion de los diferenciales en
otras coordenadas.

a) Areas de regiones planas en coordenadas cartesianas. Si tomamos una regién s
en el plano cartesiano xy, el diferencial de drea es ds = dxdy, o ds = dydx, y el

drea de s es A4(sS) = ” dxdy o A(S) = Ijsd Yydx; pero para calcular el area
S
debemos efectuar el proceso de sumar los diferenciales, o de integrarlos. El proce-

so de integrar estos diferenciales conlleva al cédlculo de dos integrales iteradas (ya
hemos utilizado este proceso en ocasiones anteriores) en el que se integra primero
respecto a una variable, manteniendo a la otra constante, y el resultado se vuelve a
integrar respecto a la variable que habia quedado fija en la primera integral. La des-
cripcién de los puntos de la superficie en términos de los valores de sus coordena-
das (en este caso, cartesianas) permite establecer los limites de estas integrales y
volver asi operativo el cdlculo de dreas. En resumen: el drea de una regién del plano
puede plantearse (y muchas veces calcularse) como una integral doble cuyos limi-
tes estdn determinados por las fronteras (o bordes) de la region en cuestion. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Sea s un rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados cuyos
puntos tienen coordenadas que satisfacen simultdneamente las desigualdades 2 < x
Sbyesys<d.

=b =
El drea de s puede expresarse con la integral doble: 4(s) = H as = J-K
S X=a (lj=$

Desarrollando esta integral doble tenemos

A(s) = | “( :__jdg)dx = [T -oax = [ - ox] " = @d- o - )

x=a
(lado por lado).
Puedes comprobar que el resultado es el mismo si calculas la integral doble con el
=d ¢ x=b
orden de integracién cambiado: 4 (sS) = 7 _[X dxdy.
y=c Jx=a

Ejemplo 2. Sea s la region del plano delimitada por la grafica de la funcion y = £(x)
(f(x) 2 0), el eje x, y las rectas verticales x = a y x = b. Observa el dibujo siguiente.
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Y =1

Ya sabemos que el drea involucra una integral doble, el problema es establecer los li-
mites correspondientes para las dos integrales. Conviene revisar una propiedad que
tienen los puntos del rectdngulo del ejemplo anterior que no tienen los puntos de la
region dada en este. Esta diferencia se refleja precisamente en los limites que deben
colocarse en las integrales respectivas. Veamos. Si tomamos un punto (x, y) del inte-
rior del rectdngulo y el segmento de recta vertical que contiene a ese punto, limitado
por la tapa superior e inferior del rectangulo, la coordenada y de todos los puntos del
segmento cumple la desigualdad ¢ < y < 4 sin importar cudl sea la coordenada x
del punto que tomamos. Es decir, si tomamos cualquier segmento de recta vertical del
rectangulo, los valores de y siempre van desde el valor ¢ hasta el valor 4. Esto no su-
cede con la region de este ejemplo; para un punto (x, y) de esta region, el segmento
vertical correspondiente empieza en un punto con coordenada y = o (correspondien-
te al eje x), pero termina en uno con coordenada y = £(x), es decir, el limite superior
para la variable i depende de x.

Una manera de caracterizar los puntos que pertenecen a esta region, ligada a lo que
acabamos de comentar y que permite establecer los limites adecuados para el cdlculo
del 4rea, es la siguiente: los puntos de la regién estdn encerrados por dos “curvas”,
una por abajo con ecuacion y = 0, y otra por arriba con ecuacion y = #(x). Como la
Y marca qué tan arriba o abajo estd un punto, y =0y y = £(x) son los limites inferior
y superior, respectivamente, para la coordenada y de los puntos en esta region. Ahora
bien, estos puntos estdn encerrados por esas dos curvas, pero la regiéon no contiene
a todos los puntos del plano encerrados; las rectas x = 4, que pone el limite por la
izquierda, y x = b, que lo hace por la derecha, terminan por delimitar completamente
la regién s. Podemos decir que cualquier punto de la regién debe cumplir, primero, la
desigualdad 0 < y < £(x), y después, la desigualdad 2 < x < b. Esto establece los
limites de las integrales y el orden en que deben hacerse para efecto de calcular el
. - . x=b ry=f(x)

area de la region. Es decir, A(sS) = J. dydx.

X=a g=0

Una consecuencia muy interesante se deriva de la férmula anterior si realizamos la
primera integral:

A(S) = J‘::: Jj:;(X)d(ljdX _ J-x=b|:<lj:|£/:f(x) dx = j:::f(x)dx, es decir,

X=a g=9

b
A(s) = L F(x)dx.

(Vieja férmula conocida para calcular el 4rea.)
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Podemos decir que la férmula para el drea que hemos desarrollado, A(s) = H as,
S

generaliza la férmula que tenfamos del Célculo de una variable. En los siguientes
ejemplos se verd en mayor detalle que, en efecto, podemos calcular dreas de super-
ficies para las cuales aquel recurso se revela insuficiente.

b) Cdlculo de dreas con coordenadas polares. Un elemento importante a considerar
en cuanto al tipo de coordenadas que deben utilizarse en un problema relacionado
con integrales dobles es el de la facilidad para describir la superficie involucrada con
ese tipo de coordenadas. En este sentido, las coordenadas cartesianas resultan idea-
les cuando la superficie es un rectingulo con lados paralelos a los ejes coordenados,
como en el ejemplo 1 del inciso a); el rectangulo descrito por las desigualdades a4 < x
Sbye < y<dpuede verse como la region del plano limitada por las rectas vertica-
lesx=ayx=0by por las horizontales y = ¢ y y =4 (por cierto, estas rectas son las
lineas con ecuacién mds simple en el sistema del plano cartesiano). Estos valores limi-
tes para las x y las y son precisamente los limites para la integral doble. De hecho, el
diferencial de drea en estas coordenadas es el drea de un rectdngulo infinitesimal con la-
dos paralelos a los ejes coordenados.

Con las coordenadas polares los dos tipos de lineas base con ecuaciones mas simples son
las circunferencias con centro en el origen, cuya ecuacion general es = r, y las rectas
que pasan por el origen con ecuacion general 6 = 6 . Es natural esperar que regiones del
espacio limitadas por este tipo de curvas sean las mas facil de describir en términos de
las coordenadas polares. Por ejemplo, el sector anular que se muestra enseguida:

Ly

Este sector se describe como los puntos del plano cuyas coordenadas (en polares)
satisfacen simultdneamente las dos desigualdades: r <r<r y 0 <6<6..

El diferencial de drea en coordenadas polares es el drea de un sector anular infinitesimal
como el que se muestra en la siguiente figura.

(r +dr, 0 + d0)

a0,

En la figura se observa el sector infunitesimal Limitado por Los clreulos de radios ryr+ar,
respectivamente, Y Las vectns correspondientes a los dngulos 6 Y 0 +d6, vespectivamente.
Los aveos de clreulo entre Las dos rectas han sioo dibujados rectos para enfatizar la idea de
constoerar como vecta cunlguier poreion infinitesimal de wuna curva.
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El 4rea de este sector anular puede calcularse, por ejemplo, considerando el 4rea del
sector del circulo mayor (de radio r+ ) y restandole el drea del sector circular menor
(de radio r). Si en general, el sector de dngulo « de un circulo de radio = tiene drea

igual a %7320:, entonces el del sector anular infinitesimal es d.s = i(r +dr)do -
ier 0; desarrollando el binomio al cuadrado, simplificando y eliminando el diferencial

de orden tres (lo cual puede hacerse por estar sumandose con uno de orden dos) se
tiene que:

El diferencial de superficie en coordenadas polares es A4S = rdrdf.

Puede observarse que este diferencial puede obtenerse también, considerando a la re-
gi6n infinitesimal como un “rectdngulo”, multiplicando la base por la altura; donde
la base puede tomarse como r46 o (v + dr)d6, y la altura, dk. Cuando se toma la se-
gunda alternativa para la base y se multiplica por la altura, debe eliminarse también
el diferencial de orden tres que aparece.

(Como expresar el area de un circulo de radio = utilizando una integral doble en
coordenadas polares? Veamos.

Si instalamos el sistema de coordenadas polares con el origen en el centro del circu-
lo, se tiene que las coordenadas de los puntos del circulo satisfacen las desigualdades
0 <r<ryo<6<2m (de hecho, la segunda desigualdad la cumplen todos los
puntos del espacio, pero la escribimos para enfatizar cudles deben ser los limites);
entonces el drea es expresada asi:

A(S) = _US ads = JG:W J.VZE rdrd0; es decir:

r=0

1) A4(s) = j::’” [ vatrao,

=0 Jr=0

o bien,
r= O=21
24 = ["["7 ravdr.

Desarrolla ambas integrales para que compruebes que en cualquier caso se obtiene el
drea del circulo m==.

Un detalle que queremos hacer notar es que si realizamos la primera integral en 1) se

O=o1 - . . . . .
tiene A(S) = Ja éra‘d 0, y si realizamos la primera integral en 2), se tiene
=0

A(S) = JWZE 2Trdr.

r=o0
Lo que aparece dentro de estas integrales iEQd 0 y 2arrdyr son también diferencia-
les de drea en coordenadas polares, la diferencia entre estos y el diferencial rdrd6
es la dimensidn, aquellos son de dimensién 1, en cuanto que al sumarlos respecto a
los valores de una variable se obtiene el area del circulo; mientras, el dltimo es de
dimension 2: hay que barrer el circulo con valores de las dos variables ry 0, para
obtener el drea. La expresion = =746 es el drea de un sector angular del circulo
correspondiente al dngulo 46, y 2rdr es el drea de un anillo circular de ancho dr;
que la suma de estos diferenciales resulte ser el area del circulo se corresponde con
ver al circulo formdndose por una acumulacién de estos sectores angulares de
dngulos infinitesimales al variar el dngulo o con ver al circulo formandose por una
acumulacién de franjas circulares de ancho infinitesimal al variar el radio. Observa
las siguientes figuras.
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e B0

Diferentes formas oe “bavrer” el dren de wn civeulo de radio R. B el primer dibujo Las reglones
angulares tienen dren = R* d0; en el segundo, el dren de la secclén anular de radio v es 2ardy.

Estas maneras de ver descomponerse o formarse el circulo son muy convenientes
cuando se quiere capturar la acumulacion total de alguna magnitud en el circulo. Por
ejemplo, si una densidad de carga eléctrica o en una placa circular depende solo del
radio (o (r)) o solo del dngulo (o (6)), o del radio y del dngulo (o (r, 6)), entonces los
diferenciales de carga eléctrica (d@) son, respectivamente: d®@ = 2mro(r)dr,
de = i R 0(0)d0yda = ro(r, 0)drd 0. La carga eléctrica total (@) en la pla-

ca puede calcularse, respectivamente, asi:
r=r O=2m 1 5

@ =[" 2nrotndr.@ = |, — R70(0)0
r=0 =0

r=rR O=2m
ye=["" | rotr, 0)drds.

En la Tarea 9 proponemos algunos ejercicios donde estos tipos de integrales son uti-
lizados para calcular una masa o la carga eléctrica total de una placa circular.

¢) Las coordenadas cilindricas. Una manera conveniente de introducir las coorde-
nadas cilindricas es mediante la siguiente forma de visualizar el sistema cartesiano
tridimensional. La ubicacién de un punto en el espacio en el sistema cartesiano puede
detallarse asi: primero, su coordenada z (la cual dice en qué plano horizontal se ubica
el punto, su altura); ya con el plano horizontal fijo, las otras dos coordenadas, x y y,
ubican al punto sobre ese plano. Puede decirse que el espacio tridimensional cartesiano
es el sistema de coordenadas cartesiano xy “copiado” a cada altura z.

El sistema de coordenadas cilindricas ubica las posiciones de los puntos del espacio
con los valores de tres variables: la misma coordenada z de las cartesianas, que indica
el plano horizontal en el que se ubica un punto. Dada esta coordenada, las otras dos que
permiten precisar la ubicacién del punto en el plano horizontal son las coordenadas
polares ry 6. Es decir, el sistema de coordenadas cilindricas del espacio es el sistema
de coordenadas polares “copiado” a cada altura =.

En este sistema de coordenadas, las ecuaciones r=a, 0 =a 'y z =z, (las mas simples
en este sistema) corresponden, respectivamente, a un cilindro de radio # (el circulo de
radio a del plano en coordenadas polares, “copiado” a cada altura), al semiplano per-
pendicular al plano x4 que forma un dngulo « con el plano xz y cuyo borde es el eje z;
y finalmente al plano horizontal a la altura z, del eje z.
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¢ Diferencial de area en el cilindro

Consideremos el cilindro con ecuacién = a. Los puntos de este cilindro con la mis-
ma coordenada z forman circunferencias horizontales (que pueden verse también
como la interseccién de planos horizontales con el cilindro). En el mismo cilindro,
todos los puntos con coordenadas 6 = « forman una recta vertical (que es también la
interseccion del cilindro con el semiplano correspondiente a ese valor de 6). Las circun-
ferencias y las lineas verticales forman un sistema de coordenadas sobre el cilindro.
Un “rectangulo” sobre esa superficie es una region entre dos de esas circunferencias
y dos de esas lineas verticales. El diferencial de area (o de superficie) en este cilindro
es el area de la regidn (genérica) infinitesimal comprendida entre las circunferencias
correspondientes a z y z + dz y las rectas determinadas por 6 y 6 + 46. Ahora bien,
ya que los lados rectos de esta region infinitesimal tienen longitud 2= y los lados curvos
(abajo y arriba) miden a6 (el radio por el dngulo), entonces el diferencial de super-
ficie es ds = adfd=.

Observemos que el drea superficial de un cilindro (la parte lateral) de radio 4 y altu-

as
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ra + puede calcularse con la integral:

aw) = [ ez o acs) = [ aazan

z=0

En cualquier caso, el resultado es, claramente, 4 = 27at (perimetro de la base por
la altura).

Es conveniente notar que si se desarrollan las primeras integrales se tiene, respectiva-
mente:

z= O=2m
A(S) = IZ:: 2madz y A(S) = J.o— i attd 6. Los diferenciales de primer orden

=0

que aparecen en estas nos llevan a concebir la superficie del cilindro formada por
pequeiios cilindros de altura 2z y radio 4, o bien, por tiras verticales de ancho a46 y
de altura +. Observa el siguiente dibujo.

H
/’————7‘;\
N
Y Y
X X

Aven de v cilindvo de vadio a EL drea de v cllindro de vodio a
Y altura Hvista como La suma Y altura Hvista como Lo suma de
de las dreas infunitestmales las drens infunitestmales aHA0
2madz de anillos de vadio a de tiras verticales de altura H
Y grosor infunitesimal dz. Y base infinitesimal ado.

¢ Diferencial de volumen en coordenadas cilindricas

Si el diferencial de drea ds = rdfd=z (en la superficie de un cilindro de radio r) se
multiplica por dr (el diferencial del radio) obtenemos el diferencial de volumen en
coordenadas cilindricas:

av =rdrd0dz=.

Este diferencial corresponde al volumen de la regidn infinitesimal que indicamos
enseguida.
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Por supuesto que integrando este diferencial para el rango de valores establecido para
las coordenadas r, 6 y =z, se obtiene el volumen de la figura correspondiente. En par-
ticular, si tenemos un cilindro relleno de radio = y de altura #, se tiene que su volu-
men puede obtenerse asi:

Integrando (te invitamos a comprobarlo) se obtiene que v = mR*+, precisamente el
volumen de ese cilindro.

Te pedimos que vayas a la Tarea 9 y resuelvas los ejercicios en los que se te indica
identificar la regién del espacio correspondiente a los valores de las variables estable-
cidos y calcules el drea o volumen en cuestion.

Mis allé del cdlculo de dreas y volimenes, que siendo de figuras conocidas podria re-
sultar innecesario acudir a una integral, hay situaciones en las que el cdlculo de una
integral en este tipo de coordenadas puede resultar indispensable. Supongamos, por
ejemplo, que la superficie lateral de un cilindro de radio 3 y altura 5 tiene una densidad
superficial o de carga eléctrica (o de masa) que depende de 0 y z. Es decir, o =0 (0, z),
entonces la carga eléctrica total @ (o masa total M) puede calcularse a través de la
integral:

R = j 2JZT 20(0, z)A0d=.

z=0 60=0

Supongamos que tenemos un cilindro de espesor 1, con radio interior 2 y exterior 3,
de altura 5; suponiendo ademds que su densidad volumétrica de masa (o de carga
eléctrica) es p(r, 0, z), es decir, depende de las tres variables, la masa (carga eléctri-
ca) total se obtiene resolviendo:

[ o(r. 0. zyrdrdodz.

d) Las coordenadas esféricas. La posicion de un punto descrito en estas coordenadas
estd dado por: 1) su distancia al origen, que se indica con la letra p que ya habiamos
introducido en la Unidad 1 (aunque podria causar confusién utilizar la misma letra
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que para la densidad volumétrica en el inciso anterior, decidimos mantener la letra
porque es la notacién mas usada en la bibliografia matemadtica cldsica en relacién con
las coordenadas esféricas), 2) el dangulo 6 como se describe en las coordenadas cilin-
dricas, y 3) el dngulo ¢ que se forma empezando del eje z y avanzando hacia el seg-
mento de recta que conecta el punto con el origen. El conjunto de valores de p, ¢ y 6
para cada punto forman el llamado sistema de coordenadas esféricas. El siguiente
dibujo muestra las tres coordenadas asociadas a un punto 2.

Coordenadas esfévicas p, 0 1 @ de v punto P.

Las superficies mds sencillas de describir con este tipo de coordenadas son las que
satisfacen las ecuaciones que se forman igualando cada coordenada a una constante;
veamos. Todos los puntos del espacio que satisfacen la ecuacion p = p, (con p, 2 0) per-
tenecen a la esfera de radio p,. Los que satisfacen la ecuacion ¢ = ¢, (constante) forman
un cono. Los que satisfacen 6 = 6, (constante) forman un semiplano. Esfera, cono y
semiplano se muestran a continuacion.

S0

X

Superficies de las ecunclones bisicas: p = p, (esfera), @ = @, (cono) Yy 6 = 0, (semiplano).

Las intersecciones de esferas con conos forman los paralelos, y las de esferas con
semiplanos forman los meridianos; las intersecciones de semiplanos con conos
son semirrectas (o rayos) que parten del origen.
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¢ Diferencial de area en la esfera

Pensemos en una esfera de radio 4 centrada en el origen. Instalaremos en ella el sis-
tema de coordenadas formado por los paralelos y los meridianos construidos como se
describe a continuacién. Tomamos la semirrecta que empieza en el origen y forma un
angulo ¢ con el eje z (medido a partir de este); esta semirrecta interseca a la esfera en
un punto 2. Si giramos la semirrecta alrededor del eje =z, quedando fijo el extremo
en el origen y manteniendo el dngulo ¢ constante, el punto 2, al girar junto con la
recta forma una circunferencia sobre la esfera, esta circunferencia es el paralelo
correspondiente al dngulo ¢. Si tomamos todos los paralelos correspondientes a los
dngulos ¢ desde 0 (que corresponde al Polo Norte), pasando por ¢ = f (cuyo para-
lelo corresponde al Ecuador) hasta ¢ = 7 (que corresponde al Polo Sur), cada punto
de la esfera pertenece a uno (y solamente uno) de estos paralelos; de hecho, puede de-
cirse que la esfera estd formada por la coleccidon de todos sus paralelos. Observa las
siguientes figuras.

Paralelo

X X

Paralelo corvespondiente al angulo @. La esrera formada por pavalelos.

Si nos fijamos en el Ecuador de la esfera, el cual es la circunferencia de radio 4 en el
plano xy, y tomamos un punto 7 de €l, trazamos la semicircunferencia que va sobre
la esfera, desde el Polo Norte hasta el Polo Sur y que pasa por #; este es el meridiano
correspondiente al punto ». Para cada punto 2 del Ecuador trazamos el segmento de
recta que va del punto al origen y nos fijamos en el dngulo 6 que se forma entre este
segmento y el eje x positivo, partiendo de este y avanzando hacia el eje y positivo
hasta el segmento. Podemos identificar cada meridiano con un dngulo 6 que va desde
0 = o0 hasta 8 = 2. Cada punto de la esfera pertenece a un solo meridiano (con
excepcion de los polos que estan en todos); de hecho, la esfera puede verse formada
por la coleccidn de todos los meridianos. Observa las siguientes figuras.

Meridiano

Meridiano corvespondiente al dngulo 6. La esfera formada por wmerioianos.
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Cada punto de la esfera puede ubicarse sefialando el paralelo (latitud) y el meridiano
(longitud) a los que pertenece. Es decir, cada punto de la esfera es identificado por el
valor del dngulo ¢ (de su paralelo) y el valor del dngulo 6 (de su meridiano). Estos
angulos se corresponden con las llamadas coordenadas terrestres, s6lo que aqui el
paralelo O grados corresponde al ecuador (en nuestro caso corresponderia al dngulo
o = f), y al avanzar hacia el polo norte se tendrian los paralelos “latitud norte”, o
hacia el polo sur, donde estdn los paralelos “latitud sur”. En el caso de los meridia-
nos, en la medida terrestre, se parte del meridiano de Greenwich, donde 6 = 0, y se
avanza al este (longitud este) o al oeste (longitud oeste).

Los puntos de la esfera de radio # estdn determinados por los valores de ¢ y 6. Las
regiones de la superficie mas sencillas de describir en términos de las coordenadas esfé-
ricas son las delimitadas por dos paralelos y dos meridianos. Los puntos de la esfera
comprendidos entre los paralelos correspondientes a los valores ¢, y ¢_ de la varia-
ble ¢ y los meridianos correspondientes a los valores 6, y 6_ de la variable 6 se iden-
tifican con los puntos que satisfacen las desigualdades ¢, <@ <¢_y 60 <6 <6_. Una
integral de superficie que tenga a esta region de la esfera como region de integracion
tendrd a estos valores extremos de estas variables como los limites de integracion,
pensando en que la integral de superficie se realiza con una integral doble con estas
variables. Observa el siguiente dibujo.

Imaginemos una regién infinitamente pequeiia de la esfera delimitada por los parale-
los ¢, el infinitamente cercano ¢ + d¢ y los meridianos 6 y 6 + 460; el area de esta
region es un diferencial de superficie en coordenadas esféricas.

Esta pequefia regién puede verse como un rectdngulo plano cuyas dimensiones
corresponden a sectores de circunferencias como se indica en la siguiente figura.
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Ast, el diferencial de superficie correspondiente a esa region infinitesimal de la esfe-
ra de radio 4 es

as =a” sen @d0do.
Por supuesto que el drea de la esfera puede obtenerse con la integral doble

=1 pO=2m 5 . 0=2m po=m 5

A(S) = _[ J‘ a~ sen @dfde, o bien, A(S) = J. a” sen @dedf .
¢=0 JO=0 0=0 =0

Te invitamos a que compruebes que en cualquier caso el resultado es 47a~.

Abhora bien, si se realizan las primeras integrales en estas integrales dobles se tiene
respectivamente:

A(S) = j“’

p=0

O=om
oma” sem pdo y A(S) = _[0:0 2a”d9.

Los diferenciales que aparecen en estas integrales son también diferenciales de su-
perficie, pero de orden uno, a diferencia del primero que construimos, que es de orden
dos. Estos diferenciales corresponden al drea de una banda circular horizontal y al
drea de un gajo vertical de la esfera, respectivamente, que se corresponden a maneras
de ver formédndose la superficie esférica.

Sector entre Los weridianos 0 Y a0

Sector entre Los paralelos @ Yy de 0
‘ con Aren 2a°d0.

con Gveq 2Ta” sem AP.

¢ Diferencial de area en el cono

Si fijamos un valor de ¢, digamos ¢ = a, los puntos que cumplen esta condicién
forman el cono que se muestra a continuacion.
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Si sobre esta superficie tomamos los puntos con un valor fijo de p, digamos p , con
ellos se forma una circunferencia horizontal (un paralelo) de radio p, sen «. Si, en
cambio, tomamos los puntos sobre el cono con el valor de 6 fijo, digamos 6 = 6, se
forma una linea que parte del origen.

p, sena

Los “rectangulos” tipicos sobre el cono son las regiones encerradas por un par de estos
circulos y un par de las lineas rectas mencionadas. En términos de desigualdades,
estas regiones satisfacen dos desigualdades del estilop, <p<p y0 <6<6..

p, sena

p, sena

Si tomamos dos de estos circulos infinitamente proximos correspondientes a @ 'y ¢ +d¢
y las dos rectas correspondientes a 6 y 8 + 46, formamos una regién infinitamente
pequefia cuya drea es d.s = p sen adfdp; este es un diferencial de orden dos en
coordenadas esféricas sobre el cono.
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Entonces el area de un cono con ¢ = a y p = L puede obtenerse desarrollando cual-
quiera de las dos integrales siguientes:

= O=om O=2m =L
A(S) = j::: [T psen adbdp o a(s) = L:; j{; p sen adpdf.

Te invitamos a comprobar que en ambos casos se obtiene que 4 (S) = T~ sen .

¢ Diferencial de area en el semiplano 6 = 6,

Cuando se fija el valor de la coordenada 6, digamos 6 = 6 , 1a superficie que se forma
es el semiplano perpendicular al plano xy con extremo el eje z. Sobre este plano, los
puntos que tienen un valor fijo de p forman una semicircunferencia; los puntos del se-
miplano con un valor fijo de ¢ forman una semirrecta que parte del origen. (La inter-
seccién del cono correspondiente y el semiplano).

py ¢ forman un sistema de coordenadas en el semiplano que se corresponde con las
coordenadas polares. El diferencial de superficie de la porcién infinitesimal de semi-
plano limitada por las circunferencias py p + dp y los rayos ¢ y ¢ + do es: ds =
paedp.

¢ Diferencial de volumen en coordenadas esféricas

Si al diferencial de 4rea en una esfera de radio p: ds = p= sen edpdf se le multiplica
por dp, se consigue el volumen de una regién infinitesimal como se indica en la
siguiente figura.

Porcion tnfinitesimal
del espacio esférico

Porclén Infinitesimal
del espacio esférico
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Esta magnitud infinitesimal corresponde al diferencial de volumen en coordenadas
esféricas; es decir,

dv = p* sen edpdedo.

El volumen de una esfera de radio = puede obtenerse, como es de esperar, con la
integral
O=om ¢=7 p=R
v = J '[ J‘ p° sen @dpdepdo.
p=0

6=0 ¢=0

2

Te invitamos a que verifiques que, en efecto, de aqui se obtiene que v = 7 R".

[CNEN

Por supuesto que el propésito de construir estos diferenciales no es obtener este vo-
lumen, que de hecho ya se conoce. Se trata de utilizar estas integrales para modelar y
calcular otro tipo de magnitudes, como son la masa y la carga eléctrica total, por ejemplo,
de una esfera cuando se conoce que la densidad correspondiente cambia de acuerdo
con las variables que hemos considerado en estos sistemas de coordenadas.

8. Divergencia del campo eléctrico de una carga puntual

Sea € el campo eléctrico que genera una carga puntual positiva de g coulombs colo-
cada en el origen; calcularemos la divergencia de este campo mediante un analisis
infinitesimal poniendo en juego el uso de las coordenadas esféricas.

Consideremos una pequefia esfera en algun lugar del campo € y a los rayos que parten
de la carga 4 y son tangentes a la esfera. Los puntos de tangencia de estos rayos con
la esfera la dividen en dos cascarones: el que estd de frente a la carga y el que estd
oculto a la carga. El primero es de menor area, pero sobre €l son més grandes los vec-
tores del campo, el segundo es de mayor drea, pero sobre €l son mas pequefios los
vectores del campo. Como veremos, el drea y el tamafio de los vectores del campo se
compensan en uno y otro cascarén y el resultado es que el flujo neto a través de la
esfera es nulo, esto es, lo que entra por el cascarén de frente a la carga es lo mismo
que lo que sale por el cascarén oculto a la carga.

Si en lugar de una esfera tomamos una porcion tipica del espacio esférico, cuyas aris-
tas son cuatro paralelos, cuatro meridianos y cuatro rayos que parten del punto en
donde estd la carga u origen, como se muestra a continuacion.

Tema 3.l Férmula general para el flujo y teorema de la divergencia ® 221




222 ° Unidad 3

Porcibn tipien
del espacio esférico.

Podenos Llevar a cabo el siguiente andlisis.

Flujos sobre las caras esféricas

Hay dos caras esféricas: una de radio menor p y otra de radio mayor p + dp; ambas
estdn limitadas por dos segmentos de paralelos y dos segmentos de meridianos.
En la cara de radio menor p, que también tiene menor drea, los vectores del campo &

tienen magnitud mayor, a saber k%, y en la cara de radio mayor p + dp, que tiene
B

mayor 4rea, los vectores del campo € tienen magnitud menor, es decir, k 1 Se
(p+dp)”

compensan entonces las areas de las caras con el tamafio de los vectores del campo

sobre ellas y sus flujos son iguales, esto es, el flujo que entra por la cara de radio

menor es el mismo que sale por la cara de radio mayor.

El célculo puede hacerse en coordenadas esféricas tomando en cuenta que el campo
es normal a las esferas con centro en la carga.

El 4rea de la cara de radio menor es (arco de meridiano) X ( arco de paralelo) = (pd )
(p sem @d0), y el flujo correspondiente a través de esta cara seria

Ie%(pd@)(p sen pdl) = kg sen ededo.
p

De manera similar, el flujo a través de la cara con drea mayor seria

kR LQ [(p +dp)del[(p + dp) sen pdbla = kg sen @dedo.
(p+dp)

Como se ve, ambos flujos son iguales.

Flujos sobre las otras caras

Hay también dos caras cdnicas limitadas por segmentos de paralelos (en diferentes
esferas) y rayos que emanan del origen en donde estd la carga 4, y dos caras planas
limitadas por segmentos de meridianos (en diferentes esferas) y rayos que emanan del
origen en donde estd la carga g, pero los vectores del campo € no atraviesan estas
caras y sobre ellas no hay flyjo.

En resumen, el flujo total a través de las seis caras de la porcién tipica del espacio
esférico es cero, por lo que la divergencia del campo eléctrico que genera una carga
puntual se anula en todos los puntos (excepto en el origen, como se establecerd un
poco mds adelante).
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El hecho de que el flujo total a través de las seis caras de la porcidn tipica del espacio
esférico sea cero concuerda con la ley de Gauss para la electricidad, que afirma que
el flujo de un campo eléctrico a través de una superficie cerrada es proporcional a la
porcién de carga que genera el campo y estd en el interior de la superficie. Como en
el caso que estamos considerando no hay carga interior, el flujo debe ser cero.

La divergencia no estd definida en el origen, en donde conceptualmente podemos su-
poner que estd confinada la carga 4. Pero, considerando que la divergencia en un pun-
to es la razén de flujo a volumen, tenemos la férmula:

(smadp) | L

, flujo a través de una esfera de radio dp ap” zkg

pLv (0, 0, 0) = - = = = oo,
volumen de la esfera de radio dp (4/=2)mdp” ap”

En conclusién, tenemos que la divergencia de (€) se anula en todos los puntos del
espacio, excepto en el origen, en donde toma el valor infinito.

.. o si(x oy z) = (0,0 0),
PV T e i (kg 2= 0.0 0

Es ficil verificar este resultado sobre la divergencia del campo eléctrico que produce

una carga puntual g aplicando la expresion con derivadas parciales de la divergencia
a la férmula del campo (E):

Xi +yj+ zR

é(p):/ei:BZIQiﬁ:Iea( 2 2 2yz/2°
p- P p= x+y +z7)
- k - _
E = Rax — [+ 19 — [+ kaz —
(XZZ + (ljz + ZZ.Z)B 2 (XQ + gZZ + ZSZ)E/SZ (XZZ + (tj:z + 22)3 2

9. Divergencia del campo magnético de una linea de corriente

Sea B el campo magnético que genera una linea de corriente con intensidad I ampe-
res, calcularemos la divergencia de este campo mediante un anélisis infinitesimal po-
niendo en juego el uso de las coordenadas cilindricas.

Para realizar este andlisis consideremos el flujo del campo B a través de una region
infinitesimal del espacio cilindrico, es decir, la regién entre los cilindros con radios r
y r+ dr, los planos que parten del eje z que corresponden a los valores 0y 6 + 40 y
los planos horizontales z y z + d=z.

COVVLENTE s,

|
y
w

[ 1] ]
)
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Los vectores del campo de velocidades B son tangentes a los cilindros con radios ry
r+ dry alos planos horizontales con valores z y z + dz, por lo que por estas cuatro
caras no hay flujo.

Sobre las caras planas con valores 6 y 6 + 40 si hay flujo, pero el “flujo que entra” por
la cara plana correspondiente al valor 0 es el mismo “que sale” por la cara correspon-
diente al valor 6 + 46.

El “flujo que entra” por la cara plana correspondiente al valor 6 es fécil de calcular
porque el campo es perpendicular a la region infinitesimal en esta cara, y puede con-
siderarse que en toda la cara la magnitud del campo es constante, de tal forma que
dicho flujo puede calcularse con la férmula:

Flujo = |§| X (4rea de la cara).

El 4rea de la cara es drdz y la magnitud del campo magnético puede tomarse
como |§| = kL, que es la magnitud del campo magnético en el cilindro interior,
r

o bien,

§| = /e%d, que es la magnitud del campo en el cilindro exterior.
r r

~ I
Flujo = |B| X (4readelacara) = k—drdz, o bien,
r

_ 1
Flujo = |B| X (areadelacara) = k —— drdz=.
r+dr

Un andlisis idéntico puede llevarse a cabo en la cara plana correspondiente al valor
0 + 40, por lo que el “flujo que sale” a través de esta tiene el mismo valor que el
“flujo que entra” por la cara plana correspondiente al valor 6 y, en resumen, el flujo
es cero.

Recordando que en cualquier punto # del espacio, la divergencia es la razén de flujo
a volumen; es decir, Div (B)(P) = Z—C, donde dF es el flujo a través de una superfi-

cie cerrada infinitesimal que encierra al punto 2, y dv es el volumen interior a dicha

superficie. Tenemos que Ddiv (B)(P) = 0 en cualquier punto 2, ya que para un
punto # arbitrario podemos tomar una region cilindrica infinitesimal cerrada, como
la ya considerada, que lo incluya, y como ya se vio, el flujo a través de la superficie
de esta region, es decir, dF, es nulo. Esto concuerda con la ley de Gauss del mag-
netismo que establece que el flujo de un campo magnético a través de una superficie ce-
rrada es cero.

Es fécil verificar este resultado sobre la divergencia del campo magnético que produce

una linea de corriente de intensidad / amperes, aplicando la expresion con derivadas

parciales de la divergencia a la férmula del campo B, B(x, Y = kI g:l
X"+

)

El analisis aqui llevado a cabo no incluye a los puntos del eje z a lo largo del cual
transita la corriente eléctrica; en esos puntos no estd definido el campo magnético y
para determinar el valor de la divergencia en esos puntos debera realizarse un andli-
sis mds exhaustivo a fin de lidiar con las vicisitudes del infinito.
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1. En cada caso se considera a una compuerta en el plano x4 y al campo de velocidades de un fluido que atravie-

sa la compuerta. Calcula el flujo del fluido a través de la compuerta, en direccion del eje z positivo; los ejes x y
Y estan medidos en metros, y la velocidad del fluido, en me/s.

a) Compuerta: el rectangulo definido por las desigualdades o <x<5 y o< y<s.
Velocidad del fluido v = ck

b) Compuerta: el rectangulo definido por las desigualdades o <x<5 y o< y<s.
Velocidad del fluido v = =i + ck

¢) Compuerta: el rectangulo definido por las desigualdades o <x<5 y o< y<s.
Velocidad del fluido v = = + ej’

d) Compuerta: el rectangulo definido por las desigualdades o <x<5 y o< y<s.
Velocidad del fluido v = (x + y)k

e) Compuerta: el rectangulo definido por las desigualdades o <x<5 y o< y<s.
Velocidad del fluido v = (x* + 54) k

f) Compuerta: el rectangulo definido por las desigualdades o <x <5 y o< y<s.
Velocidad del fluido V = xi + 4] + xyk

g) Compuerta: el circulo con centro en el origen y radio 3.
Velocidad del fluido v = 47 + 10k

h) Compuerta: el tridngulo con vértices en (0, 0), (4, 0) y (0, 4).
Velocidad del fluido v = 4 + ;cj’ + (7 + Yk

2. Considera a la superficie s que es el hemisferio superior de la esfera x* + 4~ + z* = 47, esto es el hemisferio por
encima del plano xy. Escoge una direccion normal a la superficie (de las dos posibles) en la que serd positivo el
flujo de un fluido y calcula el flujo sobre la superficie s si estd inmersa en un fluido que se mueve de acuerdo
con la ecuacién de velocidad V(x, y, z).

a Vix y z) = = ‘ & j+ = k
\/XZZ + yQ + ZZZ \/)(2 + gz + ZQ \/XQ + g? + ZZZ
a X > Y = ~
b) vix, y, z) = L+ +
g X2 + gQ + ZQ XQ + gQ + 22 J )(2 b 52 e 22

A Vix y =z = —xi — gj - zk

Sugerencia: En los tres incisos, el campo V tiene magnitud constante sobre la superficie s.




3. Considera a los campos vectoriales:

a) F(x g 2) =+ 4y +2) ]+ xlzk
b) F (x, Y z) = (3+ Z)Z + xzj+32/%

Determina el flujo (de adentro hacia fuera) a través de las caras de una caja en el espacio con lados paralelos a
los planos coordenados y vértices opuestos en (0, 0, 0) y (2, 4, 5). Llena los espacios de las tablas mostradas.

Jy

d
~J

iN

W

a Flx, y z) = xi + (x° + Y+ z) ] + xzk

Vector
normal
unitario N

Cara/

Vector infinitesimal | Diferencial de flujo

normal ds dF = F + ds Auja

elemento

¢, Caradel frente
X=3

¢, Cara de atrds
X=0

¢, Caraizquierda
[z

y=o

¢, Cara derecha

y=+

¢ _ Cara superior
Z=5

¢,,, Cara inferior
n
zZ=0

Flujo total =
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b F(x, y z) = (y+ )i + xzj + gzlé

\ector
normal
unitario N

Cara/ Vector infinitesimal | Diferencial de flujo

normal ds dF = £ - ds Flujo F

elemento

¢, Caradel frente
X=3z

¢, Cara de atras
X=0

¢, Cara izquierda
r4

g=0

¢, Cara derecha

y=+

¢ _ Cara superior
z=5

¢, Cara inferior
nw
z=0

Flujo total =

4. Un fluido se mueve en el espacio de acuerdo con la férmula de velocidad:
Vi, y z) = (XKyz+ )i + (xyz+2))+xyz" + 2)k.
Considera el cubo con vértices opuestos en (0, 0, 0) y (5, 5, 5) y caras paralelas a los planos coordenados.

(5, 5,5)

Calcula el flujo (de adentro hacia fuera) del fluido a través de la superficie de seis caras que cubre al cubo.




5. Calcula el flujo del campo F(x, Y z) = (;c(zjz)l_é a través de un cilindro cerrado (es decir, incluyendo las
tapas) de radio 3 y altura 10 cuyo eje es el eje z y su base esta en el plano xy. Observa que en la superficie
lateral el campo es paralelo a ella.

W

R NAYA
VAV,

6. Verifica el teorema de la divergencia para cada uno de los siguientes campos vectoriales en la region del espa-
cio mostrada en la siguiente figura.

a) F(x, y z) = 4xi +oyj+ 9zk

b) Flx, y, z) = zxi + 5gj—221%

7. El campo magnético producido por una linea de corriente de intensidad / amperes esta dado por la férmula
_ i—xj i-xj , . . . . L.
B(x y z) =kl 2 = o1 L) En esta formula se ha considerado que el eje z esta en la direccién de

r X+
la linea de corriente, y el plano xy es perpendicular a ella. Calcula el flujo del campo magnético a través de la
superficie plana sombreada en la figura; esta superficie es perpendicular al plano xy y es parte de un plano
infinito que contiene al eje z. Si consideramos el valor de » como la distancia de cualquier punto perpen-
dicular al eje z, tenemos que rvaria de r, a r, sobre la superficie; asimismo, sobre la superficie tenemos que la
variable z toma valores entre o y 1.
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8. El campo eléctrico producido por una carga puntual de g coulombs confinada en el origen de un sistema
. . . = kq p kq — xi+yj+zk

coordenado cartesiano esta dado por la formula €(x y, z) = AP - —fp = pg—H =

P

= donde
p~ P

7
(X2+52+22)s/2

p = xi + gj + zk es el vector de posicion del punto (x, Y, z) del espacio, y p = |f)| = JXQ 1 52 + z" esla
magnitud del vector 5 o distancia del punto (x, y, z) al origen.

vista bidimensional del campo eléctrico producido por La carga puntual 4.




a) ;Cual es el flujo del campo eléctrico a través de una superficie contenida en un plano que pasa por el ori-
gen? Argumenta tu respuesta.

b) ;Cual es el flujo del campo eléctrico a través de la superficie lateral de un cono que tiene vértice en el
origen? Argumenta tu respuesta.
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¢) ¢Cual es el flujo del campo eléctrico a través de medio hemisferio de radio = de una esfera con centro en
el origen? Argumenta tu respuesta.

:
i

9. Seinstala un sistema de coordenadas polares con el origen en el centro de un disco agujereado de radio R ue y

radio menor rm cargado eléctricamente. Calcula la carga eléctrica del disco si su densidad superficial de carga
esta dada por la féormula:

a) o(r) =rcoulombs/cm”
b) o(0) =0 coulombs/cm>

c) o(r,0) =r0 coulombs/cm?

>

10. De acuerdo con la consideracion 7 Coordenadas cilindricas y esféricas. Diferenciales de area y de volumen,

el diferencial de area d.s del cono ¢ = a, es decir, el cono formado por un rayo que gira alrededor del eje =z
manteniendo siempre un angulo « respecto a ese eje, esta dado por la férmula d.s = p sen adbdp, y el area
de ese cono cuando el rayo o semirrecta que lo genera tiene longitud ¢ estd dado por la doble integral

p=L pO=2m
A = J. p sen adfdp .Calcula
p=0 Jl=0

O=2m

a) Elareadel cono obteniendo el valor de la integral doble JFLJ p sewn ad0dp con el orden de diferen-
p=0

q q qQ 6=0
ciales indicado.

0= =
b) Elérea del cono obteniendo el valor de la integral doble Ig_ - Ip_l p sew adpd @ con el orden de diferen-
ciales indicado. -

¢) Laintegral J‘(’:M p sen ad 6dp: Y €xplica qué porcion del cono tiene este diferencial de area.
=0

d) Laintegral J“Fl p sen adpd 6,y explica qué porcion del cono tiene este diferencial de area.
p=0




11. Consideremos una esfera de radio a con centro en el origen.

a) De acuerdo con la consideracion 7, el diferencial de area de la superficie esférica esta dado por la
férmula d.s = a° sen oded6. Calcula la carga eléctrica total sobre la superficie si la densidad super-
ficial de carga esta dada por la formula o (6, ¢) = ¢.

b) De acuerdo con la consideracién 7, el diferencial de volumen del sélido esférico esta dado por la
férmula dv = p? sen odpded6. Calcula la carga eléctrica total sobre el sélido esférico si la densidad
volumétrica de carga esta dada por la formula £(p, 6, ¢) = p.

12. A continuacién se muestra un aspecto cualitativo de los campos laminares (bidimensionales)
Vix Yy = xi y Vv, (x y = yi; explica en términos de flujos si la divergencia de estos campos es
negativa, positiva o nula. Confirma tu respuesta aplicando la férmula de la divergencia.

«— >
>
1 7 [ —
— — — —
X
— ] > )
«— — >
vk y =x
—> —> —> —> —>
X
«— «— — — —
v,y = yi
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13. Explica qué pasa con la divergencia de cada campo, ;es nula, positiva o negativa?

AN
)

14. Sabemos que si un fluido se mueve en el espacio tridimensional de acuerdo con el campo de velocidades

15.

V(x, y. z), el flujo 7 del fluido a través de una pequena superficie cerrada s se puede aproximar con la
férmula

F = ('DL\/ (V)(XD' 50’ zo))\/,

donde (x,, y,, z,) es un punto interior a la superficie cerrada s, y v es el volumen del sélido encerrado por s.
Supongamos que V( x, Y z) = )(Q(ljl: + ,((tjzj + <zfzzle. Calcula el flujo aproximado a través de s si:
a) s es una superficie cibica con centro en (1, 1, 1) y cuyas aristas tienen 0.1 de longitud.

b) s es la superficie esférica con centro en (1, 1, 1) y radio 0.05.

Principio de Torricelli.

Consideremos a un recipiente con agua que tiene un pequeno orificio en la parte inferior. El principio de Torricelli
establece que el agua sale del tanque por el orificio perpendicularmente a la pared del recipiente con una ve-
locidad igual a la que tendria un cuerpo al pasar por el centro del orificio si cayera verticalmente desde una
altura igual al nivel del agua en el recipiente.

Y
]

N




Si ves la velocidad con la que sale el agua por el orificio y 4 es la profundidad del orificio respecto al nivel del
agua en el tanque, entonces v = \/2gh.
En la siguiente figura se muestra un boquete en la parte inferior izquierda de la pared de un recipiente lleno

de agua. Toma en cuenta el principio de Torricelli y calcula el flujo a través del boquete en el instante en que el
nivel del agua esta a 5 metros de la base del boquete.

Y
spb—————————————————————— 7"~~~ Nivel del agua
y=Vx
-
Boquete
X
4 10
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Circulacion
y teorema del rotacional

En este tema, usando las ideas de flujo y circulacion en el terreno de lo infinitesimal, construiremos
el concepto de rotacional de un campo, y ligado a €I, el teorema del rotacional (o de Stokes). Este
concepto y su teorema constituyen un poderoso elemento de andlisis para los campos vectoriales.
De hecho, hablar de un campo que tiene “rotacional” es hablar de una caracteristica: no es campo
gradiente, y de un comportamiento local: provoca un “giro”. Igual que en el caso de la divergencia,
veremos al rotacional y su teorema participar en importantes aplicaciones de la electricidad y la
mecdnica de fluidos. En el dltimo punto de este tema haremos una reflexién sobre las similitudes
que guardan todos los “teoremas fundamentales” que han sido considerados en los tres tomos de la

obra a la que pertenece este libro.

Iniciamos este tema con una situacion-problema que en principio nos lleva a reconocer la existencia
de un tipo de campo vectorial cuyo flujo a través de superficies con un borde comun es el mismo.
Esto es similar a lo que sucede con los campos gradientes estudiados en la Unidad 2, que poseen la
propiedad de que el trabajo que realizan a lo largo de curvas con los mismos extremos tiene siempre
el mismo valor. Estos campos son los campos rotacionales y guardan con el flujo la misma relacién

que guardan los campos gradientes con el trabajo.

Situacion-Problema 13 (SP-13)

1. Considera el campo vectorial &, = 2k. Calcula el flujo a través de las siguientes super-

ficies en la direccidn que se indica.
a) s, es la superficie correspondiente al disco encerrado por la circunferencia de radio
= en el plano xy con centro en el origen, y la direccion estd dada por el vector

normal unitario N = k.
b) s, es la superficie correspondiente a la mitad superior del cascar6n esférico de
radio = con centro en el origen, y la direccién estd dada por N, el vector normal uni-

tario hacia fuera de la esfera.

Sugerencia: Para el inciso b) toma en cuenta como cierto lo siguiente: si tomamos
una porcidn infinitesimal de superficie As cuyo vector normal unitario N forma un
angulo « con el vector k, el producto “ds cos a” resulta ser el drea a4 de su pro-
yeccion en el plano xy, como se ilustra en la tercera de las siguientes figuras.
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2. Considera ahora al campo vectorial £ _ = xi + (tjj + zk. Calcula el flujo a través
de las mismas superficies del punto anterior y en las mismas direcciones indi-
cadas.

3. Calcula ahora la circulacién (o trabajo) a lo largo de la circunferencia de radio =
con centro en el origen y en el sentido contrario a las manecillas del reloj del
campo vectorial v = — gf + xj'. (Qué puedes decir del valor que obtuviste en
relacién con los valores obtenidos en el punto 1?7

Discusion de la Situacion-Problema 13

Consideremos el campo vectorial & = 2k. Para el célculo del flujo a través de S,
(circulo en el plano xy con centro en el origen y de radio =) notemos que el campo
es constante (y perpendicular a la superficie), la superficie es plana y la direcciéon
hacia donde se calcula el flujo es la misma que la del campo, por lo tanto, el flujo es
simplemente:

® = | [(Areade 5) = (2)(7r") = 2mr™.
Tomemos de nuevo el campo vectorial &, = 2k. El flujo de este campo a través de la

superficie s, (medio cascardn esférico superior) en la direccion indicada se calcula
asf:

o = I E ds = ”|§1||d§| cos a = ”;20[5 cos a.
SQ

s, s,
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Abhora bien, tomando en cuenta el resultado indicado en la sugerencia para el inciso
b) (y que sera probado en las consideraciones de esta SP-13), el cual establece que
AdA = ds cos a, donde s es el drea de una region infinitesimal de la media esfera
y dA es el area de la proyeccion en el plano xy de esa region infinitesimal. Entonces
el flujo adopta la forma:

o = ”:20/5 cos a = szA,
S,

S

2

donde s, es el circulo en el plano xy con centro en el origen (de hecho, es la super-
ficie del inciso a); detrds de esta igualdad de integrales estd el hecho de que las
proyecciones en el plano xy de todas las regiones infinitesimales en la media esfera
cubren todo el circulo. Tenemos entonces que el flujo es

P = ij:zo/A = :zgdA.

1 1

Es decir, el flujo es numéricamente igual a dos veces el area del circulo; expresado en
simbolos:

O = (2)(7TR?) = 2mRA.

Vemos entonces que el flujo que se pide en los incisos a) y b) del punto uno de la
SP-13 es el mismo. Mds adelante, en las consideraciones de esta SP-13, veremos que
este resultado no es casual; de hecho, probaremos que el flujo de este campo no
depende de la superficie en si, sino solo del borde (en este caso la circunferencia de
radio = con centro en el origen del plano xy). Al resolver el punto dos de esta SP-13,
nos daremos cuenta que no todos los campos vectoriales tienen la propiedad mencio-
nada, ya que el flujo para el campo considerado ahi es diferente para las dos superficies
dadas. Veamos.

Consideremos al campo vectorial € = xi + Y. j+ zk; el flujo a través de la super-
ficie s, en direccion de N = k es:

O = ”éz cdE = ”(xf +yj+ zR) - (dsk) = szs.

Ahora bien, esta tltima integral es 0 ya que S, estd en el plano xy, y en €l, z = 0.

Calculemos ahora el flujo del mismo campo vectorial &, pero ahora a través de
la superficie s_ (el medio cascarén esférico). Para tal efecto hay que notar que
g (x, Y z) = xi + g] + zk esradial, de hecho, es el campo de posiciones de los
puntos en el espacio tridimensional, o sea, este campo va en la misma direccion del

vector normal exterior a la superficie: el campo va en la misma direccidn en la que se
quiere calcular el flujo, entonces podemos escribir

©=[[e a3 = [[[e]jag] = [[{x +y +=ds.

Si se reconoce que los puntos de s_(la media esfera de radio =) satisfacen la ecua-

cion x* + y* + z© = R”, entonces el flujo es:

D = ”1/,@' +ty +zds = _Ureo/s = R_UD/S.
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Y, por lo tanto, el flujo es, numéricamente hablando, ® = = (el drea de s 2) =R (area
de la media esfera de radio =) = =(27=?), por lo tanto, el flujo es ® =27r>.

Notemos, como ya habfamos anticipado, que el flujo de &_ a través de las dos super-
ficies es distinto, contrario a lo que sucedié con el flujo de €, a través de esas dos su-
perficies, que result6 ser el mismo.

Veamos ahora el punto 3 de la SP-13; en €l se pide calcular la circulacién (o trabajo)
del campo vectorial vV = —yi + xj alo largo de la circunferencia de radio = con
centro en el origen y en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Recordemos que la circulacién del campo €, que abreviaremos como Cire(€), a lo
largo de una curva cerrada ¢ es la integral de linea: Cire (E) = CJS € + dl, donde AL
C

es el vector (infinitesimal) de desplazamiento en la direccién de la curva.

En este caso el campoesv = — 52 + x], y ya sabemos que AL = axi + dgj, por
lo tanto:

cireW) = v-dl = § (~yi +x))- (xi +dyj) = § —ydx + xdy.

Resolvamos esta integral de linea parametrizando tanto la curva como la forma dife-
rencial que estd en el integrando. La curva ¢ es la circunferencia de radio = con cen-
tro en el origen, y es recorrida en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Si
consideramos las ecuaciones x = R cos t y iy = R sen t, los puntos (x, y) del plano
estan sobre la circunferencia ¢, ya que satisfacen la ecuacion x* + y* = R*. Ademas,
si se asignan valores a t, empezando en © por ejemplo y terminando en 277, los puntos
correspondientes (x, i) recorren por completo la circunferencia y lo hacen en el sen-
tido contrario a las manecillas del reloj. La forma diferencial del integrando —ydx + xdy
puede escribirse en términos de ¢ (parametrizarse) usando que x =R costy Yy =Rsent
y que los diferenciales respectivos son: dx = —R sen (t)dt y dy = R cos (t)dt . Tene-
mos entonces que —501/( + xd Y= —(R sen t)(—R sen tdt) + (R cos t)(R cos tdt) =
R” (sen” t + cos® t)dt = R dt.

Por lo tanto, la circulacién pedida es:
, . t=2m ~ 5
Cire(v) = ¢ —ydx + xdy = J R At = 2TR".
c t=0

Una forma diferente de calcular la circulacién del campo v a lo largo de la circunfe-
rencia ¢ en el plano xy, de radio = y centrada en el origen, se basa en la observacion
de que v es un campo circular o tangente a la circunferencia y en el sentido contrario
a las manecillas del reloj. Para constatarlo es suficiente verificar que las lineas de este
campo son precisamente las circunferencias con centro en el origen (te invitamos a
probar esto), y que su magnitud es constante en todos los puntos de una circunferen-
cia con centro en el origen con un valor igual al radio de la circunferencia. Tomando
esto en cuenta tenemos que

cire (V) = §v - dl = |v|dL cos (0) = frdl = ;egﬁcou = r(27R) = 27R".
(] (]

c

(Recordemos que estamos calculando la circulacion en el sentido contrario a las ma-
necillas del reloj.)
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Observemos entonces que la circulacién del campo v = - g; + ,vj' alo largo de la
circunferencia coincide con el valor del flujo de & = 2k a través de las dos superfi-
cies dadas en el problema 1 y que tienen como borde o frontera a la misma circunfe-
rencia. En las consideraciones que haremos enseguida, descubriremos la caracteristica
que tiene el campo &, = 2k y que lo relaciona con v = — 3: + xj’ de tal manera que
el flujo del primero a través de una superficie es la circulacion del segundo a lo largo
de la frontera o borde de la superficie. Estzlbleceremos quev = — gi + xj es una
especie de antiderivada del campo €, = 2k y que el flujo de este, o sea la integral
sobre la superficie, es la antiderivada “evaluada” (la circulacion de v) en el extremo
(o borde), lo cual nos lleva a un teorema fundamental que relaciona el flujo con la
circulacién y que serd discutido mas adelante.

Consideraciones alrededor de la Situacion-Problema 13

1. La formula d4 = ds cos

En este primer punto probaremos el resultado enunciado en la sugerencia que hicimos
para calcular el flujo del campo &, = 2k a través de la superficie dada en el inciso
b) del punto 1 de la SP-13.

Tomemos un rectdngulo horizontal R con su normal dirigida al eje =z positivo. Fijan-
do uno de sus lados y apoydndose en €l, se levanta el rectangulo (se gira hacia el eje
z positivo) hasta formar un dngulo « con el plano horizontal. El siguiente dibujo
muestra primero el rectdngulo horizontal y enseguida, el levantado.

zZl

tado fijo \

De la siguiente vista lateral se puede apreciar que el vector normal del rectingulo =
también forma un dngulo « con el eje z positivo.
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Denotemos por =p el rectdngulo en el plano horizontal, que corresponde a la proyec-
cién de = en ese plano. Podemos ver en las figuras siguientes que R y Rp tienen un
lado en comiin que podemos ver como el ancho de los dos rectdngulos, denotemos su
longitud por M. Sean también ¢ y ¢p el largo de los rectangulos = y =p, respectiva-
mente.

Observamos que Lp = L ¢os «; de aqui se obtiene que el drea del rectangulo =p es

A(Rp) = (Lp)(M)= (L cos a )(M) = (M ) cos a = A(R) cos a.

Es decir, el area de la proyeccion es el drea del rectangulo inclinado multiplicada por
el coseno del dngulo de inclinacion:

A(Rp) = A(R) cos a.

Este resultado es cierto también para rectdngulos de lados infinitesimales: si 4 es el
area del rectangulo girado un dngulo « respecto al plano horizontal y dA4 es el drea
del rectangulo proyectado, se tiene entonces que

AdA =ds cos «.

2. Campos rotacionales

Asi como existen campos para los cuales el trabajo no depende de la trayectoria
empleada, sino solo de sus extremos, estos son los campos gradientes; también hay
campos para los cuales el flujo no depende de la superficie considerada, sino s6lo de
su borde o frontera. Estos son los campos rotacionales; veremos en este punto que
el campo €, = 2k tratado en la SP-13 es uno de ellos. Mas adelante veremos la razén
del nombre rotacional.

Antes de demostrarlo, y sélo para enfatizar lo que decimos, consideremos una terce-
ra superficie, S _, como la superficie de un cilindro de altura #+ con base en el plano xy
de radio = y con centro en el origen, pero sin considerar la tapa de la base. (Esto es,
S_ consiste en la superficie lateral del cilindro junto con la tapa superior.)
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Es facil corroborar que el flujo del campo &, = 2k a través de esta nueva superficie
tiene el mismo valor que el flujo (27 =~) calculado a través de las superficies s,
y S_. De hecho, el flujo a través de la superficie cilindrica lateral de s_ es nulo (el
campo es perpendicular al vector normal unitario ahf) y el flujo a través de la tapa
superior es idéntico al flujo a través de la superficie s, .

)

N

Observemos que tanto las superficies S, y S como la nueva superficie S _ tienen el
mismo borde o frontera, a saber, la circunferencia en el plano XY de radio = con cen-
tro en el origen.

De hecho, no importa qué superficie s consideremos cuyo borde sea esta circunfe-
rencia, el flujo del campo €, = 2k a través de ella siempre tiene el mismo valor ya
obtenido, ya que, en general, el flujo a través de la superficie s es

o = _'.J-Sél cdsS = J.J.S.:zds cos a = J.J.S 204 = :2_”5 AdAa = 2mR”.

Esto es porque d.s cos o = dA, donde dA4 es el drea de la proyeccion horizontal en el
plano xy de la porcion de superficie con drea d.s.

Esto contrasta con lo que ocurre con el campo &, ya que el flujo del campo € a tra-
vés de s, es cero, y a través de s_ es 2mR*. Es decir, aunque las superficies s, y s
tienen el mismo borde, el flujo del campo &_ a través de ellas no es el mismo.

La propiedad del campo &, = 2k, de que su flujo a través de cualquier superfi-
cie s con borde en la circunferencia del plano xy centrada en el origen y radio =
siempre tiene el mismo valor, se hace extensiva a cualquier campo del estilo
E(x, Yy z=Ffxy k y a cualquier curva cerrada ¢ en el plano Xy, en el siguien-
te sentido: para cualquier superficie S que tenga a ¢ como borde, el flujo del campo
a través de la superficie tiene el mismo valor.

Para comprobar esto considérese una porcién infinitesimal de drea 4 de una su-
perficie arbitraria s con borde ¢: sea (x, Y- z) un punto en dicha porcidn, el diferen-
cial de flujo del campo € a través de la porcion considerada (observa la figura) estd
dado por

A® = € - ds = £(x, yds cos a =f(x, y)dA.
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Advierte que se ha utilizado d4 = ds cos a, se ha supuesto que £(x, ) >0y ademds
se supone que el campo es constante en esa porcion infinitesimal e igual al valor del
campo en el punto (x, y, z). El flujo total seria:

D = “é cds = ”f(x, YaA,

donde 4 es la proyeccion de s en el plano xy, es decir, la regién del plano xy ence-
rrada por el borde C.

Como puede verse, el flujo no depende de la superficie < que estemos considerando,
siempre y cuando tengan el mismo borde ¢. Un argumento similar puede llevarse a
cabo cuando #(x, ) < o tomando como base que los cosenos de dngulos suplemen-
tarios difieren en signo.

Los campos que tienen la propiedad de que sus flujos no dependen de la superficie,
sino solamente del borde que las superficies tengan, como los que tienen la forma
E(x, Y z) =fx (zj)lé, son campos muy especiales, son los campos rotacionales, y
juegan —con el flujo y las superficies— un papel andlogo al papel que desempefan
los campos gradientes con el trabajo y las trayectorias.

3. Analogia entre campos rotacionales y campos gradientes

Recordemos las ideas fundamentales de los campos gradientes y las integrales
de linea para precisar la analogia con los campos rotacionales y las integrales de
superficie.

Un campo € se dice que es gradiente, si existe una funcién escalar ¢ llamada funcién
potencial de € tal que el gradiente de ¢ es €, en simbolos: V¢ = €.

Se sabe que si el campo € es gradiente y ¢ su funcién potencial, el trabajo de € para
ir de un punto 4 a un punto B es independiente de la trayectoria que vade 4 a By es
igual a la diferencia de valores de la funcién potencial en los extremos de la trayec-
toria 4 y B; en simbolos:

B _ —
_f € -dl = ¢(B) - ¢(A),

A

que también puede escribirse asi:

["Ve-dl = o) - o).
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Este resultado se conoce como teorema fundamental de las integrales de linea.

Sabemos que dada una funcion escalar z = f(x, y, z), su gradiente es el campo

of > Of ~  Of _

\% (X, ’ Z) = _(X/ ’ Z)L, +_(/</ ’, Z) ,+_(/</ ’ Z)I@.
Flx y X Y oy Y DIy

Veamos ahora la analogia con campos rotacionales.
Se dice que un campo € es rotacional si existe un campo ( funcién vectorial) v, que
llamaremos campo primitivo de €, tal que el rotacional de v es &, en simbolos:
Rot (V) = E. Posteriormente veremos cémo se obtiene el campo rotacional € a par-
tir del campo primitivo v.
Se ha estipulado que si el campo € es rotacional y v es su campo primitivo, el flujo
de € a través de una superficie con borde la curva cerrada ¢ es independiente de la
superficie, y es igual a la circulacion del campo primitivo v a lo largo de la curva (que
se puede decir que es el extremo de la superficie). En simbolos:

Hsé cdS = chJ - di,

que también puede escribirse asi:
[[.rot@) - a5 =¢§ v-al,
S c

y se conoce como teorema del rotacional.

La funcién potencial y el campo primitivo son especies de “antiderivadas” para los
campos gradientes y rotacionales, respectivamente; en tanto, el gradiente y el rotacio-
nal son considerados como especie de “derivadas” de la funcién potencial y el cam-
po primitivo, respectivamente.

En el siguiente punto de estas consideraciones veremos describir el rotacional de un
campo en t€rminos de sus componentes y daremos una prueba del teorema del rota-
cional. Quedard entonces claro que v = —yi + xj es un campo primitivo de
€, = 2k, es decir, Rot (V) = E..

En la dltima consideracion de este tema haremos una reflexién sobre los tres teore-
mas tratados en este libro: el de las integrales de linea, el de la divergencia (integra-
les de volumen) y el del rotacional (integrales de superficie). Haremos una analogia
con el llamado teorema fundamental del calculo, abordado en los tomos anteriores;
podremos apreciar entonces las ideas fundamentales que recorren toda la obra.

4. Rotacional de un campo y teorema del rotacional (o de Stokes)

Dado un campo E se quiere construir otro, el rotacional de &, Rot(€) de tal modo
que se cumpla:

JJ.SRot(é) CAE = gSGé - di, 3.1)

donde s es cualquier superficie cuyo borde es C.

Notemos que esta formula puede usarse de dos maneras esencialmente distintas: a) si
se quiere saber el flujo de un campo a través de una superficie rodeada por una curva
cerrada y se sabe que este campo es el rotacional de otro campo, el primitivo, en-
tonces se puede calcular la circulacién a lo largo de la curva cerrada del campo
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primitivo; b) si se desea calcular la circulacién de un campo a lo largo de una curva
cerrada, se puede proceder calculando el flujo del rotacional del campo a través de
una superficie (la que sea) bordeada por la curva dada.

En este punto calcularemos el rotacional de un campo y veremos que de manera
natural se comprueba el teorema del rotacional. Lo haremos tomando primero un
campo plano € = E(x, y) (que pudiera, por ejemplo, representar a un campo de ve-
locidades de un fluido laminar) y después calcularemos el rotacional de un campo
vectorial tridimensional.

Digamos que el propdsito inicial es obtener la circulaciéon de € = E(x, y) alo lar-
go de la curva cerrada ¢ recorrida en el sentido contrario a las manecillas del reloj; es
decir, se quiere obtener el lado derecho de la igualdad (3.1). Para ello desarrollemos
los siguientes dos apartados: uno donde se calcula la circulacién alrededor de un
rectangulo infinitesimal y el siguiente donde vemos que con la suma de esas circu-
laciones infinitesimales se consigue la circulacién a lo largo de c.

a) Circulacion alrededor de un rectdngulo infinitesimal. Tomemos un punto (x, g)
dentro de la regién encerrada por ¢ y construyamos un rectangulo = de lados infini-
tesimales, siendo el punto uno de sus vértices, como se ve en la figura siguiente.

Para calcular la circulacién de € alrededor de =, notemos que el campo, aunque va-
riable, puede suponerse como constante en cada uno de los lados. Consideremos que
el valor del campo en (x, y) es el mismo para todos los puntos de los lados ¢, y C_,
que limitan por abajo y por la izquierda, respectivamente, a =; que el valor del campo
en (x + dx, y) es el mismo para todos los puntos del lado ¢, que limita por la
derecha a =, y que el valor en (x, y + dy) es el mismo en todos los puntos del lado
. que limita por arriba a =. Entonces la circulacion alrededor de = es la suma de las
siguientes cantidades correspondientes a cada lado:

L, > E-dl =6 Y) dl = [El()c, g)l’ +E.(x, !j)t/’ - (dxi) = E.(x, y)dx
L, o—E-dl=E(x+dx y) - dl=E(x+dx )i+

E.(x +dx, 5)j] . (0/5]) =€ (x +dx, g)dg.'
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Lo Edl=E(x y+dy) - di=e(x y+dyi+
E.(x y+dyf|+ (~dxi) = —E.(x y +dydx.
L, >€- dl = e(x, y+dy - dl = [El(x, Y +dg)z +

E(x y+ dg)j] . (—dxf) =-e(x y+ dg)dx.
Arreglando la suma asi:

(B, (x+ dx, ) — E.(x, Yy — (€, (x, y +dy) — €, (x, y)ax,

y ddndole la forma

( E(x y+dx)—€ (x Yy )a’xdg B ( E(xy+tdy -e.(x y

dx dy )d/w{‘lj

Se obtiene que la circulacién alrededor de = es:

- e - 2% e,y |axa
PP R

b) La suma de las circulaciones de dos rectdngulos infinitesimales con un lado en
comiin. Supongamos que ¢, es la circulacién de un campo alrededor del rectingulo
infinitesimal 4. Imaginemos otro rectdngulo infinitesimal & con circulacién ¢, y
que tiene un lado comun con el primero, como se muestra en la figura siguiente. La
unién de los dos rectdngulos .4 y B forman el rectdngulo c.

Si se calcula la circulacién alrededor de ¢, veremos que esta corresponde a la suma
de las circulaciones de los rectdngulos 4 y B; es decir:

c,=Cc, +¢C,

Esta afirmacion se apoya en el hecho de que, aunque el célculo de ¢ , incluye la apor-
tacion del lado derecho a la circulacion alrededor de 4 y el de ¢, la aportacion del
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lado izquierdo, al considerar la suma ¢, + ¢, los aportes de los dos lados se eliminan
porque solo difieren en el signo y esto se exphca porque para el lado derecho del rec-
tangulo.4,dl = d Y /, mientras que para el lado izquierdo de & es & [ =-d Y j. Recor-
demos que estamos calculando la circulacién a lo largo de la frontera de cada
rectdngulo en el sentido contrario a las manecillas del reloj y que el campo tiene el
mismo valor (constante) en la frontera comun a los dos rectangulos.

Los dos resultados descritos en los incisos anteriores ayudan a visualizar la circula-
cién a lo largo de una curva cerrada de un modo diferente al dado por la integral

gf)cé - dl.

Veamos. Consideremos una curva cerrada ¢; en cada punto (x, g) de la regién s del
plano encerrada por la curva colocamos un rectangulo infinitesimal y calculamos la
circulacién del campo € alrededor de €l. Al sumar las circulaciones en cada rectdn-
gulo se tendrd la circulacidn a lo largo de la curva ¢, ya que en este proceso solo
“sobreviven” las aportaciones de los lados externos, y los lados externos “dltimos”
forman precisamente la curva ¢. En simbolos, podemos escribir la circulacién a lo
largo de la curva ¢ asi:

cire = J]. (

Este resultado nos permite hacer las siguientes consideraciones:

Y - —g(x, g))dxdg (3.2)

* Yaque ( (x, (zj) - = (x, <lj)) dxdy corresponde a la circulacion alrededor

de un rectdngulo 1nﬁn1tes1mal, y la suma de estas circulaciones corresponde a la
circulacién alrededor de la curva ¢, podemos decir que esta cantidad infinitesimal
corresponde a un diferencial de la circulacidn, es decir,

; e, o€,
dcire Z(X(x, Y - a—g*(,(, ({j))ds. (3.3)

* Por otro lado, la integral doble que aparece en (3.2) se puede ver como el flujo a
través de la superficie s y en direccion de & del campo

e, - e, NG
ox g dy g

Este campo se conoce como rotacional del campo €. Es decir,

. JE, o€, ~
Rot(E) =( . (x, y) - % (x, g))/e

De la igualdad (3.3) se tiene que

dcire 862( )_861( )
ds | ax Y dy g
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Entonces la razén (instantdnea) de cambio de la circulacién del campo a lo largo de
una curva (en el sentido contrario a las manecillas del reloj) respecto al drea interior,
en un determinado punto, coincide con la magnitud del rotacional en el punto cuando
es positiva (y el rotacional va en la direccién de &) y con la magnitud del rotacional
con signo negativo cuando es negativa (y el rotacional va en la direccién de —k).

Por lo pronto podemos ver de inmediato que se cumple el teorema del rotacional
(por lo menos en el plano, donde algunos lo conocen como teorema de Green).

Teorema del rotacional

cﬁcé cdl = ”SRot(é) cdS

Consideremos algunos puntos en relacion con el rotacional y su teorema.

Ejemplo. (Célculo del rotacional). Consideremos el campo v = — 32 + xj’, que
aparece en el punto 3 de la SP-13 con la que inicia este Tema 2 de la Unidad 3. Si
aplicamos la férmula del rotacional

Rot(E) = Je, JE, |-
° | ox dy ’
tenemos entonces que
. oE Je |\ - . ~
Rot(V) = = ——L k=1 - (-1)k = 2k,
0x dy

dedonde rot (v) = 2k = él, que es el campo del punto 1 de la misma SP. Ya sabemos

entonces por qué el flujo de €, a través de las superficies dadas (de hecho, pudieron
haber sido cualesquiera) con el mismo borde, corresponde a la circulacién de v a lo
largo del borde.

* Construccién del rotacional del campo
E(x, y z2)=€,(x y z)i + E.(x Yy z)] +E.(x Yy 2k

El rotacional de € debe ser un campo tal que en cada punto (x, Y- z) se tenga que al

tomar una porcion plana infinitesimal (no paralela al eje z) con drea ds que contenga
al punto, la circulacién del campo € a lo largo de la frontera de esta porcién, mante-
niendo a la porcidn siempre a la izquierda conforme se recorre la frontera, sea igual
al flujo del rotacional a través de la porcion en direccidn positiva del eje =z, es decir,
igual aRot (€)(x, Y z): ds, donde A4S es el vector de magnitud 4s, normal a la
porcién plana y formando un dngulo menor a 90° con la direccion positiva del eje z.

Tomaremos una porcién plana infinitesimal de drea d.s que pertenece al plano con
ecuacion z = ax + by + ¢, de tal forma que su proyeccion en el plano xy es un rec-
tangulo de dimensiones dx y dy con centro en el punto (x, y).

Un vector normal al plano es N = —ai — bj’ + k. Una manera para obtener este
vector es ver al plano como una superficie de nivel de la funcién de tres variables
fx, Y zZ)=z—-ax—b Y entonces el Yector gradiente de la funcién £, que es per-
pendicular a la superficie, es el vector M.
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La relacién entre el drea 4.s de la porcion plana y el drea dydx de su proyeccion estd
dada por la ecuacion dydx = d.s cos ¢ donde ¢ es el dngulo que forma el vector nor-
mal N con la parte positiva del eje z.

Como N « k = |/C/| cos ¢, pero también N + k = 1, tenemos que

L _ 1

oS ¢ =7— = ———
|A4| Na@+b”+1°

El vector 4.5 se obtiene asf:

ds = ds = (sec p)Aydx ———— =

z]z

B S —ﬂz—b]‘f‘/_é_ 7 —
Nas +b +1dgdx——d5dx( ar —bj + k).

Nad +b” +1

Calcularemos ahora la circulacién del campo € a lo largo de la frontera de la porcién
plana infinitesimal manteniendo siempre a la porcién a la izquierda de la frontera
conforme ésta se recorre.

Los vectores de desplazamiento que corresponden a los lados de la porcién plana
considerada y sus correspondientes vectores del campo € son:

dil, =d gj + bdglé (color azul marino) va con el vector
€, =E(x+dx/2, y z+adx/2)

di. = —-d gj - bdy k (color azul marino) va con el vector
E, =E(x—dx/2, y z~-adx/2)

dl. = —dxj' — adx k (color azul claro) va con el vector
E,=E(x y+dy/2 z+bdy/2)

dl. = dxj’ + adx k (color azul claro) va con el vector
€, = e(x, y-dy’2, z-bdy/2)

é&
rot(E) (x. y 2) ’A\

1
1
[
g \;
7’ 1 a b
’ ]
— 1
——
i
1
H
1 g
1
1
1
N el
VL dy2
L |9Y
________ ’ .Q-__.__-_
ax/2 -
L
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La circulacién de € sobre la frontera de la porcion plana es:

dc = (€, dl. +€, -dl.)+ (€, dl. +€, - dl.) =

E(x+dx/2, y z+ adx/2)dy +€_(x+dx/2, y z+ adx/2)bdy

! !

—€_(x —dx/2, Yy z+ ﬂdx/zz)dg —€_(x—dx/2, Y z- adx/:z)bdg

—€,(x, y+ dg/:z, z + bdg/:z)dx -€_(x Y+ dg/:z, z + bdg/zz)adx

[

+&,(x, Y- dg/:z, z — bdg/:z)dx +E._(x, Y- d(lj/:z, z - bdg,/:z)ﬂdx-

Y agrupando los términos que sefialan las flechas, tenemos que

7 7’ E ’ 7’ 6 4 ’ 6 ’ 7’

—ai( Yaxd +ai( Yodxdy | — ai( Yadxd +ai( Yabdxd
agx,g,z xdy P X, Y z)bdxdy oy X, Y, z)adxdy 32 X, Y, z)abdxdy |.

Cancelando los términos sefialados por las flechas inclinadas en el parrafo anterior y
agrupando los restantes nos queda:

de = (|25 Ly )| -a) -
oy Y F e P

9. )98 |t + [ 252 )= 98 | |axdy =
o YAy = ax YR Ky DAy =
dc = (Rot(E)(x, Y z) - N)dxdy,

o bien,
dc = Rot(E)(x, Yy, 2)- as,

donde

0E.

oy

0 -
rRot(E)(x, Y z = [ (x, y z) - %(/c, Y z)}' -

kg - Ly DT+ Ly 2 - ey, 2|
P e A A PP S P

yds = dxdyn,
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Del desarrollo anterior concluimos que la férmula para el rotacional de un campo
E es:

Rot(E)(x, Yy, 2)

e e o€ o€
oy gZ)——(x,g Z)L——(x,g Z)——(x,g z)|J

ey - Loy 2 R
Ix X Y z a({j X Y z

* Rotacional en t€rminos del operador nabla.

Asi como la divergencia de un campo puede verse como el producto punto (o esca-
lar) entre el operador nabla V = % [+ ai j + % k y el campo, el rotacional pue-
de obtenerse como el producto cruz (o vectorial) entre el mismo operador nabla y el
campo. Veamos.

Sie =€, { +&,j+&_keselcampo, se verifica que:

A -
9

~ d d Je_ OJe_ |, (0JdE. OJE, )~
Vxe=|— — | = - [ - s _ g+
ox dy 0z dy oz ox 0z
3

15
JE, 86 3
ox ag

1 2 3
rRot(E) = VXE.

Es decir,

De esta manera el teorema del rotacional puede reescribirse asi:
$e-di =[] (Vx&)-ds.
Cc S

5. El rotacional como medida del giro o rotacion en cada punto

En este punto presentamos una serie de argumentos que nos permiten comprender el
porqué del nombre de rota(:lonal para un campo. Para ello imaginemos un fluido con
campo de velocidades V = V, [+v J y consideremos un punto (x, y); coloquemos
un rectdngulo infinitesimal como se indica en el siguiente dibujo donde se han colo-
cado los vectores v, (x, (lj)L yv.ix, y+d <lj)L en sus respectlvos puntos de aplica-
ci6én. Lo mismo se ha hecho con los vectores V., (x, g)J y V. (x +dx, g) J
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, a xy+dy N
(X (’j) 5 g g V:{V(, 5)J

ax

(x+d)y v,k +dx, gj)j

v, yi

v, 0oy +dy)l

Imaginemos el rectingulo como si flotara en el fluido y que esos vectores indican el
empuje que recibe el rectangulo. Por supuesto que el rectangulo se traslada en direccion
de v = v,i + v, j, pero podemos apreciar también que al mismo tiempo el rectdngu-
lo tiende a girar en el sentido que se indica por la diferencia de empujes en sus lados
en el mismo sentido. Veamos la figura siguiente.

.y d x y +dy) R
xy Y yTay v.x 9]
dx ? / ?
bc + dhx, % V. +ax ]
A g)_f ?
v, (x, Yy + p/g)_f

Por supuesto que si la situacion fuera como se muestra enseguida se tendria un giro,
pero ahora en sentido contrario al anterior.

Yy ay ey +dy)
x + dx, y) /

@ v,k y +dy)i

V:/(’(’ 5)\7

V;z()< +ax 5>j

v, (x 5)7
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Pero también se puede dar el caso en que se contrapongan los empujes y no sea evi-
dente si el rectdngulo girard en un sentido u otro, o que exista un equilibrio y el rec-
tangulo no gire para ninguna de las dos direcciones, como se muestra en la siguiente
situacion.

' d &y +dy) ,
Y Y yray V.o g
/ / @
(x + dx, (z? Vo +dx y) ]
vk gl ?
vV.xy+ ﬁlg)z

Observemos que un “empuje” desigual en cada lado pudiera en principio ocasionar
un giro en el rectdngulo; la desigualdad de empuje puede averiguarse con el signo de
las derivadas parciales:

dv, V., y+dy -v.(x y) y dv, V.(x+dx y) -Vv.(x y)

Iy dy ox Ax
El rectangulo girard dependiendo de la magnitud de la expresién

v, v,

a—;(x, Y - oy (x, Y-

El rectangulo no gira si esta expresion evaluada en (x, y) es cero (lo que quiere decir
que los empujes diferentes en los lados se contrarrestan uno a otro) y el rectdngulo
tenderd a girar si es diferente de cero; el sentido de giro serd segtn el signo de la
expresion.

Pero si v(x, Y = v, (x 3)2 + v, (x, 5)] tenemos que

v,
dy

- v, -
Rot(V)(x, y) S (x. Yy —=—(x Y|k
Es decir, la magnitud del rotacional en el punto dice si se gira o no; de hecho, indicara
la rapidez del giro. Hacia donde gira nos lo sefiala el signo de la expresion, y siguiendo la
regla de la mano derecha:
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Esto sucede cuanoo

i} ov. v
Rot(V) 87(&@» @(x,g)<o_

Y
v N
\Z
’ C 95D
@ v v v
X v X v
Rot (V)

Esto sucede cuando

av, v,
x Yy - Y xy >o.

ox

Y al colocar un pequefio rehilete en el punto (x, y) dentro del campo de velocidades
v este girard en contra o a favor de las manecillas del reloj dependiendo de la direc-
cion de rRot (V)(x, Y).

L rehilete en el caompo V gira en el sentioo contrario a las
manecillas del velo] cuando Rot(V) va en diveccidn positiva del eje Z.

Un rehilete en el campo V glra en el sentido de las manecillas
del reloj cuando Rot(V) va en diveccibn negativa del eje z.
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¢ Caracterizacion de los campos gradientes como irrotacionales

Recordemos que el campo V' = V,i + V., j es gradiente si y solo si cumple la condi-
., 0V, v, .. . . .
cion —= = —=; esto significa que los campos gradientes tienen rotacional cero (o son
X Y
irrotacionales), y viceversa, si un campo tiene rotacional cero (o es irrotacional)

entonces es gradiente. Entremos en el detalle de este argumento:

. - > > . v, _ 9v.
Empecemos suponiendo que V = V,i + V, J es un campo gradiente — = oy
av. v, — ~ V. av, \ ~ . .
= ——+ =0 > E = Rot(V) = =~ — — |k = 0, esto es, el rotacional de
dx oy dx dy
V es cero.

Supongamos ahora que el rotacional de V es cero, esto es, &€ = Rot(V) =

v, v, =32 v, v, dv, _ dv, - 7 n =
I 2% =0 — I oy =0 — x 2y %V—Vlb VQJesuncampo

gradiente.

Esto significa que los campos gradientes pueden ser caracterizados como los campos
que no rotan o son irrotacionales. Podemos hablar entonces, a grandes rasgos, de una
gran clasificacién de campos vectoriales en dos categorias: los gradientes o irrotacio-
nales, por un lado, y los campos que si rotan o tienen rotacional diferente de cero, por
otro lado.

El vector rotacional es entonces un instrumento para determinar qué tipo de campo
v,

ox

dida de qué tanto se aparta un campo de ser un campo gradiente.

av,
— —| es una me-
9y

tenemos, y en caso de que sea diferente de cero, su magnitud

Asi como a una funcién potencial z = ¢(x, y) le puede ser sumada una constante
arbitraria ¢ y su gradiente sigue siendo el mismo, a un campo primitivo & le puede
ser sumado un campo gradiente arbitrario V¢ y su rotacional sigue siendo el mismo;
en simbolos:

Vig+c)=Vop y rRot(g + Vo) = Rot(5).

¢ El rotacional en términos de la velocidad angular de giro

Consideremos de nuevo a un fluido laminar, si al colocar un circulo con centro en 2y
radio infinitesimal 4+ en el fluido, el circulo gira con rapidez angular w alrededor del
eje perpendicular al plano en el sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces
la magnitud de la velocidad lineal del fluido sobre la circunferencia es dv = wdr.

Y como la circunferencia tiene longitud dL = 27dr, la circulacién dcire del fluido
a lo largo de ella, que es la velocidad por la longitud de la circunferencia, tiene el
valor dcire = dvdl = (wdr) (27dr) = 2mwdr?. Por otro lado, el area del circulo es
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dA = mrdy?, de tal forma que la circulacién del fluido a lo largo de la circunferencia

dcire 27wdr”

dividida entre drea del circulo es Taa = L =Ry ésta es precisamente la
magnitud del rotacional.

av,
Y
angular w que experimenta una particula de fluido en el punto (x, y). El signo de la

)

Esto significa que la expresion aLj(x, Y — 5.-(x, y)|es el doble de la rapidez
av. v,

expresion aL;(X' Y - a—\;(x, Y) define cual es la orientacién del giro como quedé

establecido.

* El rotacional y el fluido en una tuberia

Un campo primitivo V tiene rotacional no nulo cuando al colocar en los diferentes
puntos del espacio un aspa o rueda de paletas pequeiia, la rueda gira como conse-
cuencia de la accién del campo.

Un campo puede tener siempre la misma direccién, como el campo que representa a
la velocidad de un fluido sobre una tuberia con friccion en las paredes, como a conti-
nuacién se muestra.

— 3,)839

También tener rotacional no nulo, esto es debido a que la diferente magnitud del cam-
po arriba y abajo de las aspas, como los mostrados en la figura anterior, provocaré que
giren, a menos de que sean colocados en el centro de la tuberia.

En contraste, un campo puede ser circular como el campo magnético que genera una
linea de corriente y tener rotacional nulo, como veremos més adelante.

Corriente

>
B

Campo magnético generado por wna Linen de corriente.
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Ejemplos. Por observacion directa sobre el dibujo del campo V(x, y) = XL, este
tiene rotacional nulo ya que una rueda de paletas pequeiia colocada en el campo no
gira debido a que el efecto del campo arriba y debajo de la rueda es el mismo.

Por observacion directa sobre el dibujo del campo V(x, y) = gz , este tiene rotacio-
nal no nulo ya que una rueda de paletas pequefia colocada en el campo gira, debido
a que el efecto del campo arriba de la rueda es diferente al efecto del campo debajo de
la rueda.

Ambos resultados pueden comprobarse calculando la magnitud del vector rotacional
av,

dy

%(x, Y -

(x, Y|

— — — S
—
— — S
— P L S I
X
— «— — >
S
— —
- 5
v,k Yy) = xi
> - - - N
X
- P P - P

\;Q(x, Y = g:

¢ El ejemplo del “disco rigido que gira”, comparado con el campo magnético
que genera una linea de corriente

Consideremos a un disco que gira alrededor de su centro (o al plano completo giran-
do alrededor del origen (0, ©)) con rapidez angular constante w.
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Lo més sorprendente de este movimiento es que la rapidez angular de cualquier pun-
to en el disco respecto al centro del disco (o el origen) y la rapidez angular con la que
gira el punto respecto a él mismo es la misma; representémosla por medio de w.

Esto se debe a la rigidez del movimiento, o en otras palabras, a que todos los pun-
tos de un radio del disco giran con la misma rapidez angular alrededor del centro del
disco.

Para comprobarlo veamos cémo en la siguiente figura se aprecia que el tiempo que
tarda una particula en dar una vuelta completa al centro del disco es el mismo tiem-
po que tarda en dar una vuelta completa sobre su propio centro.

Punto de partida, cuando este punto
oa una vuelta completa de traslacion
alrededor del centro del disco, también
da wan vuelta de rotaclon sobre su
proplo centro.

Como la rapidez angular con la que gira el disco es w, esa es la rapidez angular con
la que giran todos los puntos del disco sobre ellos mismos. Si consideramos que el
disco gira en el plano xy, el rotacional del campo de velocidades del disco serd
= = 2wk por lo ya comentado anteriormente en este punto.

Comprobemos este resultado usando a las derivadas parciales de las componentes de
la velocidad del movimiento. Tomemos un punto del disco a una distancia r del cen-
tro, este punto describird una trayectoria circular, sean:

r =radio del circulo
0 = angulo en radianes que forma el radio del punto respecto a un radio fijo

¢ = longitud de arco circular, recorrida por el punto, correspondiente al dngulo 6.
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/)

Entonces:

0
la rapidez angular constante es: @ = Z— (radianes/s);
t
la longitud de arco circular es: [ = 6,
L 0
larapidez lineal del punto es: v = d— = i(r0) = rd— = rw,estoes,v=rw (em/s).
at  dt dt

Lo mds importante por notar aqui es que si la rapidez angular w permanece constante,
la rapidez lineal v es mayor en los puntos mas alejados del centro, ya que v es pro-
porcional al radio.

La velocidad lineal en un punto (x, ) es un vector V en direccién tangente a la tra-
yectoria circular con centro en el origen que contiene al punto, ya que esta es la di-
reccién del movimiento, y siempre serd perpendicular al vector de posicion del
punto. Su magnitud es la rapidez lineal v = rw, donde r es la distancia del punto al
origen.

Elvector vV = v,i + Vv, j = —wyi + wxj es el vector que cumple estas condiciones
e indica un movimiento en el sentido contrario a las manecillas del reloj, su rotacio-
ov, av, \ — —

= — — |k = 2wk.
ox Iy

nal es Rot(V) = (

Un argumento intuitivo que nos explica por qué los puntos giran sobre ellos mismos
en este movimiento, lo proporciona el siguiente diagrama que presenta a un pequeiio
cuadrado con centro en un punto a una cierta distancia del centro del disco. Como
puede apreciarse, los vectores de velocidad son perpendiculares al vector de posicién
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del cuadrado, pero en el lado del cuadrado mads alejado del centro la rapidez lineal es
mayor, razén por la cual se provoca el giro.

Podemos ahora proporcionar un ejemplo de un remolino alrededor de un centro o eje
de giro, sin la rigidez que existe en el movimiento del disco, caso que acabamos de
tratar, y en donde el rotacional es cero.

—gL’+XJ
2

2

Se trata del campo de velocidades v = (y corresponde al campo magnético

X+
que genera una linea de corriente). Si calculamos la magnitud de v, obtenemos que

|\7| = %; es decir, la rapidez lineal disminuye con el radio, al contrario de lo que suce-

r

de con la funcién de velocidad v = ~wyi + wxj, donde la rapidez lineal aumenta
con el radio. Los dos campos de velocidades son tangenciales a los circulos con cen-

—V.

wr”
Si colocamos el eje de giro del fluido dirigido hacia nuestra vista y consideramos una
region infinitesimal tipica del plano polar, podemos comprobar que la circulacién del

campo V a lo largo del contorno de esa region infinitesimal es cero.

tro en el eje de giro, de hecho, se cumple la formula v =

0+ do

>

El vector de velocidad v es perpendicular a los lados rectos del contorno, asi es que

ahf no hay circulacion, en el lado circular de radio r + ar la rapidez lineal del fluido
1
r+dr

es constante y toma el valor y, como ese trayecto circular tiene una longitud

(r+drnd6, la circulacion en ese lado es el producto r: p (r + dr)df = d6. Repitiendo
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el argumento para el lado circular de radio r, la rapidez lineal del fluido en este lado
es constante y toma el valor f; y como ese trayecto circular tiene una longitud r46 la

circulacién es ese lado es el producto = y46 = A6 . Es decir, en los dos lados circula-

res del contorno la circulacién es la misma, si hemos de tomar la circulacién a lo lar-
go de todo el contorno, tomando como direccién la que va en el sentido contrario a
las manecillas del reloj, la circulacién a largo del lado circular de radio menor debe-
mos tomarla con signo negativo, y la circulacién a lo largo de todo el contorno es
cero. El rotacional del campo de velocidades V es entonces nulo en cualquier punto
fuera del eje de giro. Esto puede comprobarse con la férmula del rotacional con

derivadas parciales, es decir, verificando que ai( —— ) = ai( :‘Lj - ) Sin embargo,
X\ x"+y” Y\ x"+y”

aunque el rotacional se anule, este campo no puede considerarse como un campo gra-
diente, como se menciond anteriormente en este mismo punto (“Caracterizacion de
los campos gradientes como irrotacionales”). Recordemos que la circulacién de este
campo a lo largo de trayectorias circulares con centro en el origen no es cero, ve por
ejemplo la ley de Ampere en la consideracion 6 del Tema 4 de la Unidad 2.

Esta aparente discrepancia se puede explicar por el comportamiento singular del
campo en las cercanias del origen, de hecho, la magnitud del campo se va a infinito
conforme nos acercamos a él; mds atin, el campo no estd definido ahi.

A diferencia del movimiento producido por el campo de velocidades v del disco
rigido, que tiene traslacion y rotacién, el movimiento del campo de velocidades v
tiene solo traslacion, ya que la rotacién no se da por ser Rot (V) = 0. Esto nos re-
cuerda lo que sucede con los columpios en una rueda de la fortuna.

Movimdiento produciolo por el campo V, Movimdiento productoo por el campo V, es en
corvesponde al movimdiento de un esencin el movimiento producioo por el campo
disco vigido. magnético de una linea de corriente.

6. Aplicaciones del rotacional y su teorema

El teorema del rotacional junto con el de la divergencia permite llevar las ecuacio-
nes de Maxwell de la electricidad y el magnetismo de la forma integral a la forma
diferencial. En el tema anterior de esta unidad vimos en particular cémo utilizar el
teorema de la divergencia para tal fin, en el caso particular de la ley de Gauss. En
este punto veremos el paso de la forma integral a la diferencial de la ley de Faraday.

Antes de hacerlo, sefialemos algunos hechos importantes en donde estd involucrado
el rotacional. Primeramente, si se reconoce la relevancia de los campos gradientes, y de
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ello hablamos en la Unidad 2, el rotacional puede verse como una caracterizacion
de esos campos: son aquellos cuyo rotacional es cero, o bien, irrotacionales. También
en mecanica de fluidos el rotacional es esencial para el estudio de la vorticidad en los
fluidos.

Vayamos ahora a la ley de Faraday. En forma de integral esta ley se escribe asi:

. A e - -
gﬁce cdl = —%”SB A3,

En palabras: La circulacién del campo eléctrico a lo largo de una curva es el ne-
gativo de la razén con la que cambia el flujo magnético a través de una superficie
bordeada por la curva. En esta ley se entiende que el campo eléctrico es el que se
genera por ser el campo magnético cambiante en el tiempo.

El lado izquierdo de esta ecuacion también estd involucrado, por el teorema del rota-
cional (o de Stokes), en la siguiente ecuacion:

9506 cdl = @S(V X E)-ds.
Combinando las dos ecuaciones se tiene:
- - a _ -
gf}g (Vxe)-dS:——Jj B-ds.
s dt s

Y como este resultado es igual para cualquier superficie < de integracion, los inte-
grandos deben ser iguales (ademas de algunos detalles técnicos matematicos como el
de pasar el signo de derivacion dentro de la integral en el lado derecho, por ejemplo)
se tiene:

VxeE = —d—g,
dat
la cual es la forma diferencial de la ley de Faraday.

7. Divergencia de campos rotacionales

Asi como el rotacional de un campo gradiente se anula, la divergencia de un campo
rotacional es cero; esto es:

piv(Rot(E)) = o.

Este resultado se puede verificar aplicando las férmulas ya consideradas de la diver-
gencia y el rotacional con base en derivadas parciales (te invitamos a hacerlo) y es
consecuencia de la igualdad de las segundas derivadas parciales mixtas de las com-
ponentes escalares & (x, Y- z), E_(x, Y- z)y E.(x, Y- z) del campo €.

Podemos explicarnos también este resultado de la siguiente manera: Consideremos
un punto del espacio, al tomar una pequefia superficie cerrada S que lo contenga,
la podemos dividir en una cubierta superior y otra inferior con el mismo borde.
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un campo gradiente es cero. Por otr

El flujo hacia arriba de un campo rotacional es el mismo a través de ambas cubiertas
(de hecho, es la circulacion de su campo primitivo a lo largo del borde manteniendo
a las cubiertas a la izquierda mientras se recorre), por lo que el flujo neto a través de
la superficie cerrada es nulo, ya que el flujo en una superficie cerrada debe calcular-
se hacia afuera de la superficie. Esto dltimo implica que en la cubierta de abajo se
debe calcular hacia abajo y no hacia arriba (las circulaciones del campo primitivo a
lo largo del borde se toman en sentidos contrarios en las dos cubiertas) y, en conse-
cuencia, la divergencia es cero en el punto considerado.

8. Constantes de integracion en los teoremas fundamentales

Asi como el gradiente de un campo constante es cero, el rotacional de un campo gra-
diente es cero y la divergencia de un campo rotacional es cero. Esto explica la natu-
raleza de la expresion arbitraria que se puede sumar a la antiderivada general en cada
uno de los tres teoremas fundamentales de integracion. Entremos al detalle.

Teorema fundamental para integrales de linea

A una funcién potencial z = ¢(x, y) le puede ser sumada una constante arbitraria C,
al hacer esto, su derivada, el gradiente, sigue siendo la misma porque las derivadas
parciales de una constante se anulan. Por otra parte el cdlculo de la integral de linea
evaluando la nueva funcién potencial en los extremos no cambia porque al efectuar la
resta se elimina la constante. En simbolos: V(¢ + ¢) = V.

Teorema fundamental para integrales de superficie
(teorema del rotacional, o de Stokes)

A un campo primitivo # le puede ser sumado un campo gradiente arbitrario V; al
hacer esto, su derivada, el rotacional, sigue siendo la misma porque el rotacional de

a parte, el calculo del flujo del rotacional (integral

de superficie) integrando al nuevo campo primitivo a lo largo del borde de la superficie no
se altera porque al integrar el campo gradiente Vo a lo largo del borde se obtiene el
valor de cero, ya que el borde es una curva cerrada. En simbolos:

Rot(F + Vo) = Rot(F).

/

N

\
B . A .
j Vo -dl = J.qu°dL+J.Vgo-pIL=o,
borde A B
e, @,
B — B —_—
YaqueLVgo-dL = LVgo-dL.
cl 02 /
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Teorema fundamental para integrales de volumen (teorema
de la divergencia, o de Gauss)

A un campo F le puede ser sumado un campo rotacional arbitrario Rot (V); al hacer
esto, su derivada, la divergencia, sigue siendo la misma porque la divergencia de un
campo rotacional es cero. Por otra parte, el calculo de la integral de volumen de la di-
vergencia del campo, integrando al nuevo campo a través de la superficie exterior, no
se altera porque al integrar el campo Rot (V) a través de la superficie exterior se
obtiene el valor de cero ya que la superficie es cerrada. En simbolos:

DiV[F + Rot(V)] = DLV (F). Ve la figura y el recuadro siguiente.

e

C—

f N\
.Lmior Rot(V) - ds = HS Rot(V) - ds + .”5 Rot(V) - 45 = 0.

Se ntegra a Lo largo de C en
sentido de Las manecillas del reloj.

Ya que ”S Rot(V) + ds = Cﬁc\7 - di.

jjs Rot(V) - dS = 950\7 - di.

Se ntegra a Lo largo de C en sentioo
contrario al wmovimiento de las manecillas
olel veloj.

. J

9. Una vision general de los teoremas fundamentales

En este tltimo punto queremos mostrar los elementos que tienen en comn los tres
teoremas fundamentales que hemos tratado en este Tomo 3: el teorema fundamental
de las integrales de linea, el teorema de la divergencia (o de Gauss) y el teorema del
rotacional (o de Stokes). A su vez queremos relacionarlos con el llamado teorema
fundamental del Célculo que fue desarrollado y utilizado en los tomos previos de esta
obra y que corresponden al llamado Calculo de una variable.
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Elemento
de similitud

Derivada

(el integrando
de la integral
principal)

Antiderivada

Region
de integracion

Frontera
de integracion

Efecto de
telescopicidad
en la region
de integracion

Operacion de
la antiderivada
en la frontera

TFC para
integrales
de linea

ij<P'07t=<P

o(B) — o(A)

Vo es la derivada de ¢

¢

Lacurvac

Los extremos. 4y B
delacurvac

Se resta el valor
de la funcion
potencial ¢ en los

TFC para
integrales
de superficie

Rot(F) es la derivada
vectorial de

7

La superficie s

El borde ¢ de la
superficie s

E

—

Se calcula la
circulacion del
campo F alo largo

TFC para
integrales
de volumen

H Div(F)Adv =

DLV (F) es la derivada
escalarde 7

=
El sélido =

La cubiertas
del sélido =

e
;

Se calcula el flujo
del campo F a través
de la cubierta s

TFC del
célculo de
una variable

[P# 0o =

F(b) - f(a)

#'(x) es la derivada

de £

)

El intervalo (a, b)

Los extremos a y b
delintervalo (a, b)

[£ber 0 — £1] +

Se resta el valor de
£x) en los extremos
del intervalo [a, b]

extremos de lacurvac  delbordecdes del s¢lido =
Constante (&) Vi Rot(5) ¢
de integracion * * L
Antiderivada o+c F+Vi F + Rot(g) flx) +e
general
Derivada nula de
la constante Vie)=0 rot(Vi) =0 PlV(Rot(§)) = 0
de integracion j—: =0
Efecto nulo de c®B)—clA)=c—c=0 9SV¢.;[[:0 ﬁRDt(a)‘HEZO clb)—cla)=c—c=0
la constante 7 =

de integracién
en la frontera

Version
infinitesimal
del teorema
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de =V -di

El trabajo de un campo
gradiente alo largo

de una curva cerrada
siempre es cero

dcive = Rot(F) + di dFlujo = Biv (F)dv
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El flujo de un campo
rotacional a través de
una superficie cerrada
siempre es cero

dy = £ (x)dx
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Tarea 10 B

L‘llI'A‘ 2 IENVIRA % o

—— GNHIDAD 9 1ENIA 9. &
. Para un campo primitivo &(x, Y =Mx g)L + N(x, g)J el rotacional del campo en un punto (x, g) puede

dcwo

obtenerse mediante la férmula: Rot (5)(x, Y = k. En esta formula, 44 es el drea de una region infini-
tesimal que incluye al punto (x, ), y dcirc esla circuIaC|on del campo primitivo a lo largo de la frontera de esa
region tomada en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Para efectos de operacion en un caso concreto,
la regiodn infinitesimal puede tomarse como un rectangulo de dimensiones dxyd(zj con centro en (x, (zj), como
se aprecia en la siguiente figura.

y

Calcula para cada uno de los siguientes campos de fuerzas:

a) g(x, y) = (2+4x+ ég)f +(1+5x+ zg)j

b) G(x, y) = (5—4x+ 25)2 + (1 +3x+ 7g)j’

)Gy =(, +ax+byi+c +ax+by]

Primero, el diferencial de circulacion dcire en un punto arbitrario (x, ) considerando los elementos de la figura
superior.

Segundo, el cociente ”’;’—ﬁ:” que a asociado a la magnitud del vector Rot (5)(x, ) = "’j—:“/é.

= __ dcire
Tercero, el vector Rot (G)(x, y) = k.

2. Siel campo primitivo es E(x, i) = E,(x, y)i + E,(x ) J, establece laférmula con derivadas obtenida para el
rotacional de €, calculando el diferencial de circulaciéon dcire del campo correspondiente al punto (x,, Y.
pero sustituyendo a las funciones € (x, 3) y Ez(x, g) por las expresiones de los planos tangentes en (x, 30) a
sus graficas, a saber:

&

Sustituyendo & (x, y) pore, o o (Ko Yo ) x + (Xo’ Y)Yy

&, £,

Sustituyendo &_(x, ) por ¢, 42

o (x Yy)x + 2 (xo, Y.)y-




3.

a) Obtén el rotacional de los siguientes campos:

D) Gk Yy = (& + Y +xyf
i) Glo y) = (YN + (x+ y)f
i) G(x, y) = ye'i + e j
b) Obtén el flujo en la direccion del eje z y a través de la compuerta cuadrada en el plano xy definida por las

desigualdades o <x<1yo<y<1,del rotacional de cada uno de los campos del inciso anterior, mediante
el calculo de la correspondiente integral de superficie.

¢) Calcula ahora la circulacion en el sentido contrario a las manecillas del reloj a lo largo del borde de la com-
puerta cuadrada en el plano xy definida por las desigualdades 0 <x <1y 0 <y <1 de cada uno de los campos
listados en el inciso a).

d) ;Qué puedes decir de las respuestas obtenidas v los incisos b) y ¢)?

e) ;Qué podemos decir del rotacional de un campo primitivo & que es gradiente como el del punto iii)?

4. Seag(x, y) = £(x, (zj)/_é un campo y sea.s auna superficie en el espacio cuyo borde es la curva ¢ en el plano

xy-Sea r la proyeccion de la superficie s en el plano xy.

&

Zl

A

Utiliza la formula 44 = ds cos o, donde d.s es el area de una porcién infinitesimal de una superficie s, d4
es el area de la proyeccion en el plano xy de dicha porcion infinitesimal, y « es el angulo que forma el vector
normal a la porcion infinitesimal de superficie con la vertical, para verificar que el flujo del campo F(x, ) a
través de la superficie s coincide con el flujo del campo 7(x, Y) a través de la proyeccion = en el plano xy.
iSucede lo mismo con cualquier campo que dependa también de la variable z, es decir, con campos de la
forma G(x, y, 2) = F(x, y, 2)k?

. Sabemos que si un fluido laminar se desplaza de acuerdo con el campo de velocidades v(x, ), la circulacion

“cire” del fluido a lo largo de una pequena curva cerrada ¢ en el plano, en sentido contrario a las mane-
cillas del reloj, puede aproximar con la férmula:

cive = Rot(V)(x,, y,) * A,

donde (x,, y,) es un punto interior a la curva cerrada ¢, y A4 es un vector de magnitud 4 (el drea de la region
encerrada por la curva ¢) y en direccion del eje z, es decir, 4 = AK.
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10.

11.

Sivix, y) = (x~ + 52 )i + xyj- Calcula la circulacién aproximada a lo largo de ¢ si:
a) c es lafrontera de un cuadrado con centro en (1, 2), cuyas aristas tienen 0.05 de longitud.
b) c es la circunferencia con centro en (1, 2) y radio 0.01.

El campo de velocidades laminar de un disco que giraes V(x, i) = —4yi + 4. (Cuél es la velocidad angu-
lar w con la que giran los reguiletes colocados en cualquier punto de este campo?

. Un fluido se traslada a lo largo de una tuberia recta con cortes transversales circulares de 4 e de radio con

una rapidezigual a (+ — r) em/s, donde r es la distancia radial de cualquier punto en el interior de la tuberia a
su linea central. Explica por qué en la linea central de la tuberia el rotacional del campo de velocidades es nulo.

. . . — —yi + 7
Considera al campo de velocidades laminar v(x, y) = %
Xty
a) Verifica que este campo es tangencial a las circunferencias con centro en el origen y ademas es unitario, es
decir |\7(x, g)| = 4,

- L7+)<A'
2 j en la

b) Realiza un analisis infinitesimal para el campo v(x, y) similar al realizado para el campo vV = —

consideracion 5 de la SP-13 para determinar si el campo v(x, g) es, 0 No es, un campo irrotacional.

Determina el rotacional de los siguientes campos.

a) v(x y z)= XL b) v.(x, y z) = gz o v.ix y =z = zi
d) v.(x, y 2) = xJ e v.(x, y 2)=yj ) v.ix y 2z =z]
9 V.(x y 2) = xk h v.(x y z)=yk ) v,(x y z) = zk

Explica en términos de giros de rehiletes colocados sobre estos campos por qué algunos de ellos son irrotacio-
nales y otros no.

En la siguiente figura se observan algunos vectores que dan cuenta del comportamiento de un campo
laminar v. Explica por qué el campo no es irrotacional e indica en qué direccion van los vectores del
campo rRot (V).

1 1

B :

— —

i i i

- — —_—

i i i

1 1 1

X

X X X

Comprueba el teorema del rotacional para v = (2.x + 352)2 4 (4;(32)] en la region del plano xy descrita
por las desigualdades o Sx<syo<y<=.




12. Demuestra que:

a) V x Ve =0 (el rotacional de un gradiente es cero)
b) V - (V x &) = o (ladivergencia de un rotacional es cero)

Utiliza las formulas de gradiente, rotacional y divergencia que emplean derivadas parciales y toma en cuenta
laigualdad de segundas derivadas parciales mixtas.

13. a) Caracteriza mediante tres frases distintas a los campos gradientes.
b) Caracteriza mediante tres frases distintas a los campos rotacionales.

14. a) ;Cudl es la constante de integracion que podemos agregar al campo primitivo al calcular la integral de
superficie (flujo) de su campo rotacional?

b) ;Cudl es la constante de integraciéon que podemos agregar a un campo al calcular la integral de volumen
de su divergencia?

15. Cuando una nube de carga eléctrica se desplaza, se considera el vector j’(,r, Y. 2),llamado vector densidad
de corriente. Este vector indica la direccion en que la carga se mueve en cualquier punto del espacio. Si.s es
una superficie que contieng al punto (x, y, 2), y d.s un vector diferencial de superficie correspondiente a ese
punto, el producto punto j(x, y, z) A4S nos da el flujo 4F (en coulombs por unidad de tiempo) a través
de la porcion infinitesimal de area ds de la superficie. Como la carga estd en movimiento se genera un cam-
po magnético B. La ley de Ampere en forma diferencial afirma que el rotacional de B es proporcional a ] en
todo punto del espacio, es decir, Rot (B)(x, Y z = kj(x, Y. z).Porotra parte, el teorema del rotacional
de Stokes afirma que:

HRot(E) cds = j B - dL para cualquier superficie s con borde ¢. Sustituye en esta Ultima ecuacién a
C
S

Rot(B) por su equivalente y establece la ley de Ampere en forma integral. ;Como puedes expresar en pala-
bras esta ley?
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Calculo aplicado. Competencias matematicas a través de contextos, Tomo Ill es
una obra que resume el calculo de funciones de varias variables. Con este ultimo libro
se completa la coleccion de tres tomos que solucionan la preocupacion de los autores
por construir una propuesta de ensefanza-aprendizaje Util y clara para los lectores. Cabe
destacar que esta propuesta pretende darle valor al Célculo como una poderosa
herramienta en el estudio de distintos campos disciplinares, en los que los estudiantes
estan inmersos como parte de su preparacion académica.

La estrategia didactica implementada en este Tomo lll es resaltar conceptos, procesos
y resultados propios del Calculo de variables en el camino de la matematizacién a
partir de dos ideas de la Fisica: flujo y circulacién. Al describir matematicamenre estas
nociones, en esta obra se pueden distinguir conceptos como funcién de variables,
derivadas parciales, gradientes, derivadas direccionales, integrales de linea, de
superficie y de volumen, entre otras. La eleccion del flujo y la circulacién fue favorecida
por la contundente apreciacion de Richard Feynman sobre la importancia que éstas
tienen para la Fisica; él afirma en sus lecciones que s6lo con ellas es posible describir
todas las leyes de la electricidad y magnetismo.

Partiendo de situaciones concretas y simples se apreciara la consecucién de teoremas
fundamentales como el de la Divergencia y del Rotacional. De hecho, se enfatiza la
idea de que en realidad estos teoremas, junto con el de las integrales de linea, guardan
estrecha relacion con el llamado teorema fundamental del Calculo, que se estudio en los
tomos anteriores; esta caracteristica resalta la coherencia de la propuesta desarrollada
a lo largo de esta coleccion.
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